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完全图冠的优美性
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对 � 阶 完全图的每一
“ 、

均增加 �个慈挂点的图记为 �
，

��
。
�

�

本 文证明 了当且仅

当 �
簇�时 �

， ��
。
� 为优美图

，

并对 �� ��
�

� 的优美性作 了探讨
�

完全图
� 冠 图 � 优美图

����
�

�

本文所指的图均为无向单图
�

文中未说明的符号和术语同于文献 〔�〕
�

定义 � 设图 � � ��
，

��
�

若对于每一 � 任 �
，

存在一个非负整数 ����
�

使得满足
�

����
� �� � �

� �
摊 二。 夕�� �笋 �吸。 ��

����、 ������ ��� 任 ��� ���
�

����
。 ， �扩�

任 �
���
井

。 �” 。 ��，
�护 。 ����

�

其中 。 �。 �� ���� �一 ��二��
�尸 � “ � 〔 �

�

则称 � 为优美图
，
�为优美标号

， 。 为边标号
�

对于优美图 � 的一个优美标号 �
，

定义 � 的另一个标号 �
�

如 下
�

� � 〔 ����
�

�
�

���� ������ 一 ����
，

显然 �
�

也是 � 的优美标号
�

此时称 �与 夕
，
是同构

标号
�

定义 � 对于
�
阶图 �

，

如果在 � 的每个顶点均增加 �条悬挂边 �这同时增加了 �个悬挂

点 �
�

所得到的�� � ” �
阶图称为 � 的 � 一 冠图

�

记为 �
，

���
，

�一 冠图简称为冠图
�

文献 〔�〕提出了求最小正整数���
�

�
，

使得所有 �
�

的非负标号 簇���
。

�
，

且在其导出的边

标号下
�

边的号数为互不相同的正整数
�

例如 ���
��一 ��

�

当 �
�

的点标号为 ��
�

�
�

�
�

�
�

��，
时

�

边号数为
�
��

，

�
�

�
�

�
�

�
�

�
�

�
�

�
�

��
�

���
�

对于 �镇
，�
簇 ��时

�

文 〔�
�

�〕 确定了 ���
。

�的值
，

即有

�
’

��
��� ��

�

�
’

��
‘
�� ��

，

���
，
�� ��

�

���
。 �� ��

�

厂��
，
�一 ��

�

���
��
�一 ��

�

�
’

��
，��� ��

�

当
”
� ��时

�

确定 ���
�

�的谊是非常困难的
�

由 ���
。

�的定义
�

易见

引理 � 若 �
�

为 � 的子图
�

且 ����川 � ���
�

�
�

则 � 不是优美图
�

因此
�

在研究具有较大完全子图的图的优美性时
�

给出 ���
。

�的下界是很有意义的
�

���
占
���一�一

�一�
定理 � 当

。
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证 设 �为��
�

�的一个非负标号
�

且使最大的点标号数等于���
�

�
�

口所导出的边标号数

为一些互不相同的正整数
�

在 夕下
，
�

�

的顶点标号数集为 � 一 《� �，�� 、 …�
�

卜其中 �簇 � ，
� 燕

� ��

� … � �
�

�由了��
�

�的定义不难看出
��� � �

，

���
�

�一 �
�

�
�

令 �
，

一 �一 � 一 二
�

�� 一 �
�

�
， ·

… ，� 一 ��
，

则有 �
二

� ���
�

�一 ��
� �� 十 … � �

� ，�

对于任意整数 �和 �
，
�镇 �毛 �镇

� 一 �
�

则 �
�

� 多 一 ，
� … � �

一 民
，

为�
�

的一条边的

标号数
�

令
�� ， 一 ��

�

��一 �
�

�
，… ， ，， 一 ��

，

�� � 丈�
、
� �， 一 �

��� �
�

�
� ·

… ，， 一 ��
�

�
�
� ��

�

十 头一 �

十 多 一 �

��一 �
，

�
，… ， ，� 一 ��

，

由于 � ，
� ��

� ��

中的元素为互不相同的正整数
，

考虑这 �，� 一 �个元素之和

� 一 二
二 � 二

� 十 艺
� 妻 二 ‘ ，

了好 点� � 〔 礴， 工 〔 魂�

。 。
�

�
� 、 �

�
� 、 �

�

书 � ��， 一 ����。 一 ��

即 牛� �叹��
十 �

。 ��一 扒��
一 �

。 ��十 ��
�

�
�

笋

—
·

丁不 ‘

�二
� 妻

��，， 一 �����， 一 ��

—

—
十 �气�� 十 �

�

�� 十 ��� 十 �
�

�

即有 ����
。

�多
��

，， 一 ����，， 一 ��
� ���� ��� ��� ��

�

�
’

��
。

��

推论 �

�

飞
”

一
当

。
�

号
” �

髻
·

定理 ‘ 证毕
·

��时
�

�
���

�

�不是优美图
�

事实上当
。
� �� 时

，

由定理 �可知
�

���
�

�� ����
�
��

。

����

同样地
�

由定理 �和引理 �

，��，� 十 ��

夕

，

由引理 �即得
�

可得
�

推论 � 当
，，
� �� 时

�

����
�

�不是优美图
�

引理 � �
，
��

��、�和 �
�
�� ���不是优美图

�

证 由于 ���
�。
�� ���参见文献 〔�

�

�〕�，

而 �
�
��

，��的边数为 ��
，

故由引理 �知 �，��
���

不优美
�

对 于 �
���

，理、
�

�

虽然 ���
�‘、
�� ��

�

恰好等于 �
���

，。
�的边数

�

但文献 〔�〕 证明了 � �。

的非同

构的顶点标号 只有 一种
，

即其顶点标号数集为

� � ��
�

�
�

�
�

��
，

��
，

��
，

��
�

��
，
��

�

���
�

下而证明 �
，�，
的这唯一 �在同构意义

一

下�的顶点标号不能扩充成为 �，��
��、�的优美标号

�

事实上�反证 �
�

若�
�。

的标号 � 能扩充为 �
，
��

�。
�的优美标号

，

考虑到在 �，��
��、�的边标号

数中
�

大于或等于 ��的数�边 �有 �� 个
�

这些数对应的边在 �
�。

中 只有 �� 条
�

在 �
�
��

，。
�的悬挂

边中至多 只有 �条
，

即 只可能为��
�

�
�

�
�

��
�

��
，

��
�

��� 中点邻接的悬挂边
�

矛盾
�

证毕

定理 � 当
，，
簇 �时

�

�
，
��

�

�是优美图
�
当

，，
毛 �� 时

，

����
�

�是优美图
�

证 为 了方便起见
�

我们用矩阵表示 ����
。

�和 ����
�

�的优美标号
，

令

飞
一 …“

， ’ “ �

��二���

。 �

… �

� �，以 �二
’ � 。 “ ，

��
�

��
�

… ，
�
�

��
�
�� ，

…
。
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其中�
�

表示几�风�的标号
，
�

，

为�
�
��

�

�的标号
，
丈
� �，�� ，… � ，

�为�
，

的顶点标号集
，

��
�，
��

，

·

，’，人万和�扣
�声�， ” 、 �，�为悬挂点的标号集

�

� ‘
邻接的悬挂点为 �‘�在 ����

�

�中还有 �
‘
�

�

飞

�
�护︸﹄�，�上�

拍�
�占��

���
厄、

丸 ‘
�� �、

�� � � �
�� ��

��

�� ‘ � 。
� � �� ��

�� � � �

�����
���

���
魂匕��白

‘�几

人 ‘
�� ��

�� ��

�� �� �

“ 一 �
�。 ��

�� ��

�� �

��
、��������乎，�舀尸�引月了内‘护�

�、�

�
�‘刀盛��引�������������

，且诀����
击 ，

�� ��
�� ‘

� ��

�� ��

“ �
��

������

不难脸证 �
，

是 乙���的优美标号�� 《 � 《 ��
，

对于 ������的标号 �
，

如下
�

、�
‘
�

��
���������

厅月�任‘口����
甘

一一�

，必，几，目�
才性哎口

留几几 �

������ �� ��

，二，曰弓�几���性月了亡�弓」，�二，上

丹��阮�暇�
了

…
�‘胜
、

������������

、�

���
��
��声

��石
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�
�

��
�����‘����沪������
，�、�

�
�
‘‘

��
‘、了����
�

�
�‘�‘���气

凡 二 �。

、��
���
��月��
����声
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‘一﹄︺曰�，�人��几���������������

��自���
矛�，�，������
�
，�

� ��

入 � �� ��

�� ��

�� ��

�� �� �
�

�� �� ��

�� ��

�� ��

�� ��

�� ��

���

� �

�� ��

�� �� ��
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�� �

�� ��
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、

�
声��

月任���曰一匀�孟��乙���竹�哎��︼�曰
�����

，曰，�月�今自连‘月性哎����
，且︺�月任���������������

��������

�����闭���
�

���
一一一一

��。
�� ��

�� ��

�� �� ��

�� �� ��

�� �� ��

�� ��

�� �

�� ���
不难验证 �

，

为 ����
，

�的优美标号 �� 簇 �镇 ���
�

证毕

综合上述
，

我们证明了

定理 � 当且仅当
�
簇 �时

，
�，
��

�

�为优美图
�

对于 �
。

的 �一 冠图 �
之
��

�

�
，

本文证明了当
，
镇 �� 时是优美图

，

当
，
� �� 时非优美图

�

但

当 � 簇
� 《 ��时

，

这 �个图的优美性有待于研究
�

�本文曾蒙周尚超和徐保根两位同志指导
，

作者在此表示感谢�
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