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广义机构综合法在微机上的实现

肖文林 徐尤南

�机械工程 来�

摘 要

关键词

分类号

介绍 了广义四杆机构综合法综合平面四连杆机构在徽型计算机上算法与程序的

实现
�

用该法
，
可获得平面连杆机构运动综合的三 类基本问题

、

精确综合与近似

综合
、

最小二乘偏差意义下加权平均与昨加权平均三者方法上的统一 文 中
，

同

时用各种实例说明 了广义机构综合法求解的方便性
、

正确性与实用性
�

平 面四连杆机构 �机构综合
�
机构运动综合 �广义平面四连杆机构

�
广义平面四连

杆机构运动综合

�����

� 己�
，

生
�

、 � � � ‘二�

应用广义四杆机构综合法可将各类平面机构的综合问题转化为对应的广义四杆机构综合

的问题
�

虽然可用优化方法对广义四杆机构运动的综合进行求解
，

但这样便体现不出广义机构综

合法的优点和方便性
，

且不一定能求出全部的可行解
，

甚至可能得不到正确解
�

本文介绍的方

法
，

是传统的精确的解析法
，

它可得到原问题所有的可行解
�

本文的算法
，
已在平面四连杆机构综合的 ��� 中得到了具体实现

�

本文的实例均由该程

序实现
�

为加深理解
，

本文附有部分中间结果�广义四杆机构综合的结果与简图�
�

� 数学模型的建立

我们将平面四连杆机构的运动综合问题
，

转化为广义四杆机构的综合问题
�

从而使平面四

杆机构综合的三类基本问题得到了方法上的统一 对于铰链四杆机构的运动综合
，

转换成广义

铰链四杆机构的综合后
，

得到的方程式如���所示
�

相应地
，

对于曲柄滑块机构
，

我们可以得到

式���
、

式���
�
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式 ���中

� 表示位置编号
，
� 表示机构综合位置数

�

�
‘ ，
舀

‘

表示广义机架的位置
，

其值 已知 �

侣 表示广义曲柄的转角
，

其值已知
�

叭 表示广义连架杆或广义连杆所对应的角位移
，

其值已知
�

界 表示广义曲柄的起始位置
�

再 表示广义连架杆或广义连杆的起始位置 �

� 、

�
、 ‘

分别表示各广义杆的长度
，

其值为未知量或用户给定的已知量
�

式���
、

���中
，

各符号意义如上
�

可见
，

平面连杆机构的综合的关键是对上述三组方程的求解
�

此三组方程解法上有类似

性
，

其中式���的解法是关键
，

因为无论何种机构综合问题都离不开解式 ���
�

以下所讨论的解

法只限于该式�� 个
�
维的非线性方程组 �

�

� 设计方程的标准化

式���是一个非线性方程组
，

直接求解较为困难
�

用优化方法求解虽然实现方便
，

但又难以

得到全部的可行解
�

为此
，

可将它做一变换
，

然后用后面所说的方法求解
�

设计方程的变换即

是对其进行标准化处理
，

使其成为式 ���所示的标准形式
，

它与设计参量有关
�

现对各种主要情

况分别讨论如下
�

��〕����� 〔������� ���
�

���

其中 ���一 ��
， ，… ，

�
。

�
�

是
�
个独立的变量

，

它们是
，，
个设计变量的非线性组合 �

��� � �几
， ，… ，

又户�
丁

是 �个非独立变量
，

它们是
�
个独立变量的非线性组合

�

〔�� 是与位置相关的已知参量组成的矩阵
�

��〕�

����

是与位置相关的已知参量组成的矩阵 �

�
�������门月������乡����，沐”沐︸﹃︸，’’’︸，’’’

一

肠��’’’，
��

毓丙�四阮

��，�，
��

，… ，
���

了

是与位置相关的已知的列向量
�
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�� � 综合全部的五个参�

五个参量的综 合问题
，

是用人工最难解决的问题之一 这五个设计参量是
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式中 ��
�

�
、

�月 �分别表示矩阵〔�〕
、

�� 〕的第 �列
�

�
�

� 给定某一角度 件 或 弗

对于 已知 韩 时可取

��
‘

�一 ��
�

����沪
，

一 �
‘

�
�

�
�
��� �沪 一 占 �

，

�
，
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�
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� ，
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·

���
了
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���

对于 已知 沪
。

时的方程
，

只须将 上式 中
� 、
沪

、

韩 与
。 、

沪
、

沪
。

的位置适当对换便可
�

�
�

� 已知两个角度 件 或 再

谧�
�

全� 弋�
�
�
�� �价 � 弧 一 占

�

�
�

�
� ��� �沪

�

� 叭 一 占
�

�
，
�尸

�

��� �
，
�

，… ，
� �

���� �
� ，
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��
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�

� 沪
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�

�

… ，
��

几��
� ·

��
�

���

�
�

� 已知怕
、

韩 �或 ��
、

沪
。

�

对于 已知前者
，

可取

�� �� �
� ·

����沪
，

一 犯 一 讯 �一 �
�

����沪一 �
�
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对于已知后者
，

只须将上式中
� 、
甲

、

件 与
。 、

沪
、

沪
。

的位置对换便可
�

�
�

� 综述

经过以上处理
，

解方程 ���
�

通过式 ��� � ���的变换
�

便变成了解标准方程式 ���
�

方程式

���中
，

包括线性项和非线性项
�

通常可用所谓的线性叠加原理求解
�
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� 用线性叠加原理对标准综合方程式的进一步处理

是 � 行 �列的未知矩阵
�

是
，，�
元未知的列向量

�

������〕���� 弋�� ���

方程式���便是用线性叠加原理得到的兼容方程
�

将式���代入式���
，

我们有

��〕了�� ，
��一 �月

了 �

��
�

����

方程式����是一组线性方程
，

当未知量与设计位置数相等时
，

可直接求解
�

在近似设计法

中
，

位置数多于设计变量数
，

故上式 只能求出在某种平均意义下误差最小的近似解
�

在这类方

法中
，

应用最广
、

最方便的便是最小二乘法
�

用最小二乘法解出�� 〕
、

〔�〕后代入式 ���解出兼

容方程后再回代
，

即完成了原综合方程式���的求解过程
�

� 最小二乘法与高斯
一

牛顿法对方程式的进一步处理

对于一般的非线性方程组

�，���一 �
、

�� � �
， ·

…��
�

���� �二
� �

�� �

…�
。

�
，

� �
� ����

在最小二乘偏差意义下
，

可转化为下列无约束目标优化问题

�������一 万 式���
，

���一 ��
� �

�� ，… ，�
�

�
，
� �

，�
����

，一 �

对于上式用高期
一
牛顿法迭代求解

，

可得

〔�������� ，
��一 ��〕��了 ，

�〕 ����

式����即是式����用最小二乘法转化后得到的一组线性方程组
，

可用计算机直接求解
�

该

式中的系数阵是对称的
，

它也可用于 �一 ，�
的情形

�

这样
，

通过该式便得到精确综 合与近似综

合的统一
对于近似法求解

，

若引入加权系数的概念
，

则可在方程式 ����被转换前
，

每个方程乘上相

应位置的加权系数
�

即可实现在最小二乘偏差意义下加权平均和非加权平均方法的统一 具

体方法请参阅本文的程序示例
�

� 兼容方程的解法

将兼容方程式 ���展开
，

根据设计参数的多少
，

兼容方程有下面三种型式
，

现分别讨论如

��� 设计变量数
，�� �

，

非线性项数 �� �
，
又�走�

�

走�
，

此时兼容方程为

�
，

� �，� ·

几� �
， �

��一 �
�

�
�

��

几 � �一 ��
����

才
人
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将前两式代入最后一式
，

得一关于 又的一元二次方程
，

可解得 又最多两个实根
，

将此根回

代到式����
，

即可获得原问题最多的两组解
�

���设计变量数
�� �

，

非线性项数 �� �
，
又，��

� ·

��
，
又����

·
��

，

此时兼容方程为

�
�‘
一 �

，� ’

又� � �
‘� ’

又� � “

�
又� 一 乏�

’

龙�

�又� � ��
�

��

��� �
，
�

，
�

，
��

����

将前三式代入后两式
，

得一关于 又�
、
又�的二元二次方程组

，

可解得它们最多四组实根
，

将此

根回代到式����
，

即可获得原间题最多的四组解
�

��� 设计变量数
�� �

，

非线性项数 �一�
，

此时兼容方程为

�
�

‘
一 �

‘� ’

又� � �
‘� ’

又� � “

�
又� 一 乏�

’
龙� � 乏�

’
是‘

以
�
� ��

�

�� 一 ��
�

��

��� �
，… ，

��

����

将前四式代入后两式
，

得一关于 又�
、
又�的二元二次方程组

，

可解得它们最多四组实根
，

将此

根回代到式����
，

即可获得原问题最多的四组解
�

寻求二元二次方程组的精确解析法及其解法的关键和思路是
�

��� 消去两方程中其一的常数项
，

从此式中
，

解出 �八
�

的代数式
�

��� 将 ��又
，
代入另一式消元

，

可得一关于 又��几
，
的一元四次方程

�

在消元过程中
，

二元二次

方程若是退化的则应用一般方法解之
，

否则要用下法解之
�

��� 令 ��几
�

八
，
作变元替换

，

将上述一元四次方程组变换为一个等价的一元四次方程
�

或

是一元三次方程�若方程是退化的�
，

然后解之
�

��� 将一元三次方程作参数变换化为 �������� 。 的标准型
，

然后用文献 〔�〕的卡尔丹

公式解之
�

��� 一元四次方程
，

可用文献 〔�〕中的一元四次求根公式解之
�

它的解法由一元三次方程

及一元二次方程的求根公式导出
�

兼容方程解毕
，

即可将结果回代到式�����中求出其它设计参数
�

� 实现函数问题的广义机构综合程序设计

下面以式 ���的程序设计方法为例
，

说明如何编写程序来解广义四杆机构的运动综合方

程
�

此程序是用面向对象的程序设计语言 ���编程
，

此处省去了相关的头文件
�

对于只有三个

或四个综合参数的情形
，

可仿此结构编写
�

为方便应用
，

笔者用 �十小程序设计语言建立了矩阵和向量运算的数学库
，

并利用它面向对

象的特性和运算符重载函数
，

定义了矩阵运算的各种方法
�

运算符分别定义和说明如下
�

“
十

” 、 “
一

” �

矩阵和矩阵
、

向量和向量的加法
、

减法运算
�

矩阵乘以矩阵
、

矩阵乘以向量
、

矩阵或向量乘以常数运算
�

“ 一 二 ” �

矩阵的转置
、

向量的转置 �行向量与列向量的变换 ��

矩阵的逆运算
�

��������������
� �
�。 � 。 ��� � �����全参数综 合

，
���������� 是记录和处理设计参数的类
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��本模块中
，

凡未定义的参数均定义在 ���������� 中
·

�����求 已知矩阵��〕
、

〔��及向量义��

�������
，
��� ��矩阵 〔�〕的说明 ，

� 表示位置数

�������
，
��� ��矩阵 〔� 〕的说明

������� �� ��向量〔�〕的说明
������� �一 。 ���� ��

一 ‘ �� 才�表示位置编号
，

�� �
，
�

，… ，
�

一 ‘

�「�
�

��� �犷
二 � ，

���
���一��� ���一���」 表示广义机架的长度 妈

���
，

�〕� 军� 、
� ， �����一��� �����

����〔�〕 表示广义机架的方向 古
，

�〔�，

月��
， � ， ����� 一��� ���������〕 表示广义连架杆的转角 妈

��〔�，

��一�
， � ， ����� 一��� ������� 〔�」 表示广义连架杆的转角 再

�仁�
，

�〕�� � �����〔�� 表示加权系数 �
�

�乞。
，
����

， �����一��� 万��
，
�〕�� ， �����一���

�〔少〕�� ，
� ‘ � ， �

�

��

少

�����求线性变换时的待定系数矩阵��〕待定系数向量���

��此处 〔��
、

〔�〕即是兼容方程弋��� 〔�〕�几��哎��中的待定系数
���������

， ���
�

��矩阵〔���〕一 〔�」〔�了
，

�拼返回〔�」的转置阵
�����月���

，
月一

�
��矩阵�‘ 月�〕�����万〕， ，

万
， �
返回仁月〕的转置阵

�������� ， � �
��向量����� 〔�����

���� ��一���
， ��� �

��解线性方程组
·

〔���」�何」� 〔���〕 ，

一��� 表示

���了
，

」的逆
���一��一���

， �� �
��解线性方程组����〕毛��� ����

����� 求解兼容方程

��现将二元二次方程各系数用 ����
，
��〔〕表示如下 �

��式中
�

符号 ��� 表示 ���
，
��

、

符号 ��表示 �【幻 ，

余次类推

������ ��’ ��」� ���第一个二元二次方程的系数
���， �������

�
���

�

���� �������
， �������

·
�������

， ���
，
���，�������

， ���
，

���
，
�����，�������

，�����，���一 �
�

�
，
���， �����

， �������
� �����，���

，
��， �����

� ��

��

������ ��〔�」� ���第二个二元二次方程的系数
���釜 ���一���

，
���

，
���

，
�������� ���一���，���一���一 ���

，
���荟���一���，���

，

���
， �����

�
���一���

，��一��， ���
，
���

，
�����

， ���一���
� ��一��

，���一 �
�

�
，
��， ��一��� ��

��

��对应的未知量是 就 又�又� 鹉 又� 又� 常数项

����一� �� ��������。 ���〕 ，�����
， 。 �〔�〕

������
���〔�〕 ，��〔��

占���〕 ，
乙����

，
乃���〕 ，

乃�〔�〕 ，
乃���〕 ，

�，���〕
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�� ��解二元二次方程组
�

结果在结构 ������ �

中

����� 回代求原设计参量

�� ���一 。 ���
�

�

� ��一 �� ��此处
，
�表示解序号

��
�

�
是二元二次方程的解数

��������� ��向址���表示 ���

� 〔�」� �
�

�’ 〔，’��
���【�」� 义�是二元二次方程的第 一个变量

�
�

二〔门
�〔��� �

�

死门
�

���【��� 风� 是二元二次方程的第二个变量 �
�

��门

����犬 ��
二 ��乙 �

��符号 ‘ �表示 �〔�」
，

余次类推

八� �����尺一 尺��尺�，
犬��� ����

� 〔�〕 表示广义连架杆的长度

�� �����犬�
二
尺��犬�， 人��� �����〔�〕 表示广义连杆的长度

�� ������
�

� ‘ ����
‘ �十�

‘ ���

���二
�

��〕 表示广义连架杆的长度

��� ������
一
��

�

� ��� ����� �
���〔门 表示广义连架杆的初始位置 外 〔，’�

兀 。 � ������尺�一 ‘ ��� ��尺 。 一������� 表示广义连架杆的初始位置 必
‘

���

�

� 一 �
�

� �

��原问题的解数
�

与二元二次方程的解数
�

� ，，
相等

� 实 例

下面举例仅限于全参数�共有 �个参数�综合
，

亦即用手工方法最难解决的情形
�

关于绘图

方法
、

机构动态模拟及连杆轨迹曲线的绘制
’ ” ， 、

解析解的正确性判别问题在此不作讨论
�

�� � 五个精确点函数发生机构的综合示例

已知铰链四杆机构中
，

两连架杆的对应位置 �第一个 表 � 实现函数问题的位置参数

连架杆的角度 价
，

第二个连架杆的对应角度 碑�
�

现在要求

综 合一铰链四杆机构
�

此问题即是实现函数的问题的机构

综 合
�

以表 �的综 合要求为例
�

该问题要求实现两连架杆对

应的 �组位置
�

现设机架的长 �一���
�

���
�

该机构转换

成广义铰链四杆机构后
，

只有一解
�

经验证
，

该解即是原问

题的解
�

该问题的综合结果如图 �所示
�

位置号

�

输入杆角度 愉出杆角度
卯

�

协
�

�
�

����� �
�

�����

��
�

���� ��
�

����

��
�

���� ��
�

����

��
�

���� ��
�

����

��
�

���� ��
�

����
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�

厂又机 构纷 合法 在橄 机上 的实瑰

综合间题
�

实现函数

机构类型
�

双摇杆机械

解 序 号
��一 �

绘图比例
�产

，
二 ��

简图 参数
�

�一��， ���
�

����

����
、 ” ���

�

�����

�二�
、

��� ���
�

����

�二 ��� ���
�

����

再 一 ���
�

��
。

再 ， ��
�

��
。

图 � 实现函数问题综合结果

�图中
�

粗实线所示机构简图���应
一

�汇立置 � 下同�

�� � 五位置刚体导引机构的综合示例

已知枚链四 于「机构中
�

连 卞�要求按顺序通过

的若干位置
�

现 要求没计一铰链四杆机构
�

此问题

即是刚体导引问题的铰链四杆机构综 合
�

以表 �所示的综 合要求为例
�

表中连杆 ��

的位置 由 � 点的坐标与 �� 两点的方向�用它与

水平轴的夹角表示 �确定
�

本例转化后得到的广义铰链四杆机构
�

共有

�组解
�

其中第一解 �如图 ��“ �所示 �对应
一

�第一

个导引杆综合的结果
�

第二解 �如图 ���，�所示 �对

应于第二个导引杆综合的结果
�

两个解 合成后
�

只

有一解 �如图 ��。 �所示 �
�

�
�

� 五个精确点的计时轨迹发生机构的综合示

例

已知铰链四杆机构中
�

曲柄的转 角�价�与对

应的连杆上某点 � 的位置��
� ‘ ，
�

、 ，

�
�

现 要求设 计

一铰链四汗机构
�

此问题即是实现轨迹问题的谈

链四杆机构的综 合
�

该种机构亦称计时轨迹发生

机构
�

以表 �所示的综 合要求为例
�

该 表
，
卜要求实

表 � 刚�本异引问题的芍江钱参数

�厄置号
尸 点嗽坐标 � 点纵 坐标 �� 方向

� 。 ��� � �， ���、 � 沪
� “

��
�

�

��
�

��

��
�

�

一 �

�
�

�� ��
�

��

�
�

�� ��
�

��

��

�� ��

� �
�

� �� ��

表 � 实现轨迹问题的位置参数

位置 号
输入 角度 尸 点磺坐标 � 点纵坐标

价
�

�
言�

��� � �
，，
��� �

��
�

�

���
�

�

��
�

���� ��
�

����

一 �
�

���� ��
�

����

����
�

� 一 ��
�

���

����
�

� 一 �
�

����

����

���

����
�

�� ��
�

���� 一 �
�

����
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�
。

�
�

�� �
�

�
�

�
，

�
�

�
�

��
�� �

�

�
，

�� �
�

�
�

综合问题
�

刚体导引
一 �

机构类型
�

广义四杆机构

解 序 号
��一 �

绘图比例
���
� �

简图参数
�

口二��二 ��
�

����

�������
�

����

����� ���
�

����

件�乙���� “
�

��
�

再�乙���� ���
�

��
�

彭�

���

丫
’

已入异
一�

’

�

味
�

，

�
�

�
�

�

综合间题
�

刚体导引
一 �

机构类型
�

广义四杆机构

解 序 号
�
�一 �

绘图比例
���
��

简图参数
�

口���� ��
�

����

����� ���
�

����

���尸� ��
�

����

件一艺�叉〕�， 一 ��
�

��’

再�乙���� 一��
�

��
。

���

月月月

准毓
》

���

��������

���一乙习习习
』』竺

摧臀臀臀臀臀臀臀〔〔〔产臀臀
���

图 � 刚体导引问题的机构综合

综合问题
�

刚体导引
一 �

机构类型
�

曲柄摇杆机构

解 序 号
��一 �

绘图比例
�产，
��

简图参数
�

����� ��
。

����

�二��� ���
�

����

����二 ���
�

����

����� ���
�

����

���尸� ���
�

����

下�乙���� ��
�

��
�

�� ��
�

��
，
��

�

���

�� ���
�

��
�

一 ��
�

���
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�

广义机构综 合法在徽机上的实现 ��

尸
，

�
�

�
�

�
�

尸
。

� �

�
�

��

�
�

尸
。

综合问题
�

实现轨迹
一 �

机构类型
�

广义四杆机构

解 序 号
��一 �

绘图比例
��，
���

简图参数
�

召�������
�

����

��������
�

����

��������
�

����

件�匕������
�

��
。

再� 一 ���
�

�
�

���

�
� �

�

、 �
�

几 �
�

�’
�

�

��

综合问题
�

实现轨迹
一 �

机构类型
�

广义四杆机构

解 序 号
�
�一 �一 �

绘图比例
������

简图参数
�

�一��二 ���
�

����

��������
�

����

�二������
�

����

件，乙刀��� 一 ��
�

��
�

再一乙���� 一 ���� ��

�尸儿洲��

�，

� ��

�
�

�
�

�

�‘ �

�
�

乡 �� � �

��
�孟

�
�

犷
�

��

�，

�
。

尸
�

综合问题
�

实现轨迹

机构类型
�

曲柄摇杆机构

解 序 号
���一 �

绘图比例
�产，
���

简图参数
�

����� ���
�

����

����二���
�

����

��������
�

����

��������
�

��，��

���尸二���
�

����

件� �
�

��
�

��艺���二 一 ����

�
�� ����

�

��
，
���

�

���

�� ����
�

��
，
一 ���

�

���

���

图 � 实现轨迹间题的机构综合



�� 华 东 交 通 大 学 学 报 ����年

现对应的 �组位置
�

本例用广义机构转换后
�

第一个导引杆有四解
�

对应于第一个导引杆的每一解
，

第二个导

引杆均有 �解
�

于是我们共可得到 �� 组解
�

其中正确的有实用价值的 �组
�

在图 ����中
�

所示

的是第一个导引杆的第 �解
�

图 ���，�中所示的是
，

对应于第一个导引杆的第 �组解的第二个

导引杆的第 �解
�

图 ��‘ �中所示的是对应于以上两解的综合结果 �第 �� 组解
，

亦即第 �组可行

解 �
�

下表 �中
，

列出该机构综 合时的全部可行解的情形
，

以供参考
�

表 � 实现轨迹问题的全部可行解 �机构类型
�

曲柄摇杆 �

序号
“ ��� � �，��� � ‘ ��� �

‘
���� � � 点位置坐标 � 点位置坐标

� ���
�

�� ���
�

�� ���
�

�� ���
�

�� ����
�

��
�
���

�

��� ����
�

��
，
一 ���

�

���

� ���
�

�� ����
�

� ���
�

�� ���
�

�� ����
�

��
�

���
�

��� ����
�

��
，
一 ���

�

���

�� ���
�

�� ���
�

�� ���
�

�� ���
�

�� ����
�

��
，
���

�

��� ����
�

��
，
一 ���

�

���

�� ���
�

�� ���
�

�� ���
�

�� ���
�

�� ����
�

��
，
���

�

��》 ����
�

��
，
一 ���

�

���
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����������������� ����������� ��

��� ����������� ��������� ��������� ������

���� �
������ �� ����一飞��

�������� ��
�� �， �� �������� �一飞 ���� ����� �� ���� ��� ���� ��� �����������������

����������� ��� �����
一

�������� ��������� ��� � ����������
一�������� �������

�

���� ����� ��� ������ ���一�
一

��� ������� ��������� ��� �� ������������ �� ���

����������� ��������� ���� ���� ������
�

���� ��� ����������� �� ���� ���

�������������������� ����，��� ������ ��� ��� ������������������
，
��� �����

����� �������� ���������� �� ��� ��������� ��� ������ ����� ������ ������� ���

�� � ������ ������������
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����� ��一�� �������� ��� ��� ������� ��� ���

����������� ���������
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��� �������� ��� ��� ���

一

�������� ������� �� � �����
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�
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�
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