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关于 ���� 图的边面全着色数
’

徐保根

�基拙课部�

摘 要

关键词

分类号

设 �
，

���表示 ����� 图 � 的边 面全色数
�

文献 〔�〕 中提 出如下 两个 猜忽 ���� 付

△���� �的 �王���� 图 �
�

有 �簇�
，

���毛 �����对 △�� �� �的 ����� 图 �
�

有

�
，
���� �

�

其中 △���表示图 � 的最大度教
�

本 丈证明 �这两个猜忽的正确性
�

��“ � 图 �平 面图 �面 肴色
�
边 面全着色数

����
�

�

� 己� 生，
，� �� � ‘ 二

定义 �
’ ·

” 将阶数至少为 �
、

每个非悬挂点 �内点 �度数至少为 �的树 � 嵌入到平面内
�

再

作一圈 �
�

按顺 �或逆�时针方向依次连接 � 的所有悬挂点�叶点 �
，

称这样构成的平面图 � 为

����� 图
，
� 称为 � 的特征树

�

�
�

称为 � 的伴随圈
�

全体 ����� 图组成的集合记为 ���

对简单平面图 ���
，
�

�

��
�

用 ����
，
����和 ����分别表示 � 的点

�

边
�

面集合
�

有时分

别简记为 �
�

�
，
�

�

对 �
�，

几任�
，

当且仅当�
�

与 几 有公共边时
，

称 �
，
与 几 为相邻

�

面的边界

上的边
�

称为与该面相关联
�

定义 � 对简单平面图 ���
，
�

，
��的面集 �一 弋�

�，

几
，… ，

���
，

记 �� �
。 �，��，… ， 。 ，

�为
�
种

不同颜色的集合
�

每一个映射 � ����且使 � 中两个相邻面 �
，
和 ��

，

均有 口��
��尹叭人�

�

则称
口 为� 的一个

， 一正常面着色
�

平面图 � 的面色数定义为 �
�
��������

�
�� 有

， 一正常面着色�
�

定义 �二
，，
设简单平面 ���

，
�

�

��的边
、

面集合为 �� �。
，� 尸� ， ·

… �。
�

，
�一 ��

�，

几
，… ，

��卜

而 �一 毛
‘ � ， ‘ � �… ， 。 �

�为
，
种不同颜色的集合

�

如果存在映射
。 ������

，

且使 ��� 中任何两

个相邻或相关联的元素着为不同的颜色
，

则称
。
为 � 的一个

� 一正常边面全着色
�

平面图 � 的

边面全色数定义为 �
，

�������丈��� 有
� 一
正常边面全着色�

�

����� 在研究平面图的 ��������
性时

�，，

引入 了 ������ 图的概念
�

得出了许多好的性质
�

文献 〔�〕研究了其点色数
，

边色数和点边全色数
�

文献 〔�〕研究其边面全色数
�

得出了好结果
�

“
若 � 为 卜�����、 图

，

且 △�����时 �

�
。

���一 △���� ”
而对 △���较小的 ������ 图

，

文献 〔�〕中提

出了本文摘要中所述的两个猜想
，

本文证明了其正确性
�

收稿日期
�����一

��
一 。�

�

徐保根
�

男
，
����年生

�

讲师
�

�
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� 主要结论及其证明

本文所指的 ����
� 图�简记 �任���

，

是指其嵌入平面 内的简单平面图
，

其伴随圈上的点

�即其特征树的悬挂点�均称为 �的叶点
，

其余点称为内点
�

定理 � 若 �任��
，

则图 � 的面色数
，

��
，

�八��一 �
��

，

� 的内点度数均为偶数 �

其它
�

证 情况 �
，
� 的内点度数均为偶数时

，

对图 � 的内点数目 �运用归纳法
�

当 �一 �时
，
�兰�

�一
�
�奇数 �’�� �阶轮图�，

�����
，

此时
，

将 � 的内部面按顺�或逆�时针

方向依次交替着第一和第二种颜色
，

外部面着第三种颜色
，

故图 � 可 �一面着色
�

显然
，

不存在

� 的 �一面着色
，

因此
，
�

。

�����
�

若情况 �对于每一个具有 �个 内点的 ����
�

图成立
，

现考虑具有 �� �个 内点 �其度数均为偶

数�的 ����� 图 �
�

�����
，

设 � 为 � 的一个与叶

点相邻的内点
，
� 的度 ����一�� 为偶数�����

，

� 点恰与 � 的另一个内点
“
邻接

，

且恰与 �’ �一 �

个叶点相邻
�

�由于 � 不是轮图
，

这样的内点 � 是

存在的
二�� �

�

按 � 的伴随圈逆时针方向依次记这

��一 �个叶点为 ��，�� ，… ，��一
，�

如图 �所示
�

令 ��
� �一 ���

�，
��

� ， … ，

�
�一 ，

�为图 �中

表示的图 � 去掉 �� 一�条虚线边所得的图
�

可见

��

为一个 具有 �个 内点 �且其度均 为偶 数 �的

����� 图 �
‘

的同胚图
�

并由归纳假设得 �
���，

��

�
�
��

‘

�一�
�

记 ��表示图 ��

的 �一面着色映射
�

图 �

在 ��

中
，

与边
“ � 相关联的两个面记为 厂

”
和 尹

�，�

在 � 中
，

与边
�� 相关 联的两个面记为

����
’
和 了���

�

如图 �所示
，

在图 � 中
，

与边 二认 ‘ �

相关联的内部面记为 五��一 �
，
�

，… ，
�� 一 ��

·

定

义 � 的面着色映射 口 如下
�

口，
���

、

�，��
‘” �

，

叮���
“ ’
�

，

叮���
‘，，�

，

�任 ������

�� ����
，�

厂一 关�� 为奇数��

�� 人�� 为偶数�
�

���

�
���

一一
、�户

�
了、

�

不难验证 。 为图 � 的一个 �一面着色
�

由归纳原理
，

定理对于情况 �是成立的
�

情况 � 若 � 中至少存在一个奇数度的内点 �
，

记 ����� �，�� �伽� ��
，

与 � 点相关联

的全部 ��� �个内部面依次记为 �
，，

几
，… ，

几
� � �，

其中 关 与 关
十 ，
相邻

，
��一 �

，
�

，… ，
���

，

几
�� ，

与 �
�

相邻
，

显然
，

在 � 的任意一个面着色中
，

这 �，�� �个面至少需要三种不同的颜色
�

又因为

� 为 ����� 图
，

这 �，�十 �个面均与外部面相邻
，

故外部面必须着有第四种颜色
�

即 �
�
������

下证 �
�
���簇��对 � 的面数 � 运用归纳法

，

由于 �任��
，

故 �� ��������
�
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当 �� �时
��兰�

�

�� 阶轮图�
，

结论显然成立
�

若对于任意具有 � 个面的 ����� 图结论均成立
，

现考虑具有 �� �个面的 ���� 图 �
�

如

果 � 为轮图
，

则结论显然成立
�

不妨设 � 不为轮图
，

则 � 中至少存在一个内点 �
，

使得 � 至少

与两个相邻的叶点 ��

和 ��邻接
，

且恰与一个内点
�
相邻接一

‘，

令 �，��一 咬�
�

�
，

可见 �
�

为一个具有 � 个面的 ����� 图 �
‘

同胚图
，

由归纳假设得知
�

�
二
��

，�一�
���

�

���
�

令 。 ，����
�
���� ��

，，��，�� ，��

�为 ��

的一个 �一
面着色

�

在 �，
中与边

“ � 相关联的两个

面为 人 和 ��
�

在 � 中与边
“ � 相关的两个面为 �

�

和 ��’ ，

与边 ����相关联的内部面�三角面�

为 几
�

��

和 �有公共相同的外部面 ��
�

定义 � 的面着色如下
�

�
“ �‘�，

，

“ ‘�，一�
“ �‘九，，

����
。 ，����

，口���
，
�

， 。 ，
�����

，

当 �任 ���
，
�时 �

当 �� ��’ 时 �

当 �一 几 时
�

可见 � 为 � 的 �一面着色
，
即 �

�
���镇�

，

由归纳原理
，

对一切 ����� 图 �
，

均有 �
�
���镇�

�

至

此
，

定理 �证毕
�

定理 � 若 �任��
，

且 △���� �，

则 �镇�
�

���镇��

证
�

由于 �任��
，△���� �，

由 ����� 图的定义知 � 为 �一正则平面图
�

再根据定理 �
，
�

�

�����
二
�����

�

记 �。
� ��， �

，
�

，
�

，

��为五种不同的颜色集
�

令 口，�������� 《�，
�

，
�

，

��为 � 的一个 �一面着色
�

对于 � 的任意一边
。 ，

与
。
相关联的

两个面记为 刀
，’
和 只

�，�

定义 � 的一个边面全着色如下
�

叮������或盆
��
�� 一 ‘月” ，’ ‘�。 ‘ �” 任 �����

� � 任 ����
�

其中 ����取非负最小剩余
�

不难验证
�� 为 ���、 �。

的一个边面全着色映射
，

即 �
，

���镇�
�

定理 �证毕
�

定理 � 若 �任��
，

且 △���� �，

则 �
，

�����
�

证 由于 �
，

����△���一�，

故只需证明如下命题即可
�

命题
�

若 �任��
，

且 �毛△���毛�，

则图 � 可 �一
边面全着色

�

对图 � 的内点数目 �运用归纳法
�

当 �� �时
，
�兰�

，
为 尸 阶轮图��镇��

，

不难直接验证命题成立
�

若命题对于任意一个具有 �个内点的 ���� 图�其最大度不大于 ��成立
，

现考虑具有 ���

个内点的任意一个 ����� 图 ���簇△���簇��，
�》 �

，
� 不为轮图

�

文献 〔�〕得知 ，
� 中至少存在

一个内点 �
，

使得 � 恰与 � 的唯一的另一个内点
�
邻接

，
� 的其余邻点均为叶点

�

记 � 点度 �

���� �
��镇

�
镇��

，

与� 相邻的这
�一 �个叶点按 � 的伴随圈上逆时针方向依次记为

�，，��，… ，

�， � ，

如图 �所示
�

记与 �，
相邻且异于 ��的叶点为 �� ，

与 �， 一

�

相邻且异于 �’ 一 �

的叶点为 �二 �
�

令 � 一�一�一姚 一 ��
一

一
� ， �

� �
“ 。 ，，二 ，�广

，
�

，
�，
如图 �所示

，
��
为具有 �个内点的

����� 图
，

且 �毛△��，
�簇�

，

由归纳假设
，
�

�

可 �一
边面全着色

，

记 �� �
�，，�� ，�� ，。 � ，。 。 ，。 。

�表示 �
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图 � 图 �

种不同颜色
�

令 ������
，
�����

��，� 为 ��

的一个 �一
边面全着色映射

�

�一 丈“ �
�，。 ，。 � ，

�� 。 厂
��

厂
，，

�
� �

���为 �
�

中的 �个元紊集
�

�如图 �所示 �

在 � 中
�

记 认�
，一 �

相关联的内部面为
�� “ � �

，
�

， ·

… ，一 ��
，� �二，

柏关联的内部面 �，’ ，�， ，

�� �

相关联的内部而为 六
�

�如图 �所示 �

不妨设在 。 ，
下

，
�中各元素着有两两相异的颜色 注 ” ，

下面定义 � 的边面全着色映射
。 ，

按

� 点的度数
、
分情况如下

�

情形 � ��� �� ���时
，

令

。 ���’ �� 。 �
��

��
� ���

��� 。 �
��

，�
�

。 ���’ �� 。 ���
��

， 。 ��
��一 口，�几�

，

口����� 口，
��刀一�

， 厅�� 一���一 叮����
�
�

�

口���刀矛�一 口�
��

��牙�
， 叮����� 少�����牙�

�

对于 � 中其余元素�边或面�的 � 着色同于 。 �

在 ��

中对应元素的着色
�

情形 � ����� �一 �时
，

令

。 ����一 口��
����一 ����

��� 。 ���
��

，

����’ �� 。 �� ����� 。 ������ 。 ���
��

�

口����� 口��讹�
�
�

， 口��一�一 叮一�� 一� 一 �
�

口��� ��� 口，
����

� ������ ��二 ��于�� ���� ��犷�
�

。
对于 � 中其余元素�边或面 �的着色同于

��
对于 ��

中对应元素的着色
�

情形 � ����� �� �时
，

令

。 ��厂�一 。 �� �
��一 口���

��
， ���犷�� ������� 口��几�

，

口����� ‘ �� 一� ��� 叮��
�� �

�‘ 叮����� ���‘一� 一�
�

“ ���
��� 。 ��� ，� � �

� 。 ��
�

��� 。 ��几�
，

������ ‘ ����� 叮��
��不�� 口��

��厂�
�

。 对于 � 中其余元素�边或面 �的着色同于
口�
对于 �

，
中对应元素的着色

�

情形 � ����� �一 �时
，

令
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。 ��厂�� ���
��一 。 ��，����� � �

��
，�

�

口���’ �� 叮�二
��� 。 ��

���
�� 口 ���飞�

，

������ 叮����� 口��
�
�� 叮��

�� 。 �� 叮一���一�
�

����
��� 口��

�
�� 。 ��� ��， �

� ���
，�� 。 ，�几�

�

��� �二��� �����二 口��
�
�一 叮��

，。 �犷�� 口，
��，

��犷�
�

同样地
� 。 对 � 中其余元素的着色同于 。 �

对 ��

中对应元素的若色
�

不难验证
�

上述���况 �� �分别对 ��� �� 、
的所有不同值

�

分别给出了图 � 的一个 �一
边

面全着色
�

由归纳原理
�

命题成立
�

定理证毕
�

注 � 这里我们假定了
。 �

对 �中元素的着色互异
�

如果
。 ，
对 �中元素着色不全互异

�

称
口 � 又寸�中着色相同的两个�至多两个 �元素�一个为面

�

另一个为边 �为
��
下 �中的同色对

�

图 �

所示
�

同色对至 多 �个
，

且若
。 �

下 �中有 �个同色对
，

则
。 ，
对 �中元素着色未用上的颜色恰有

�种��� �
，

�
，

��
�

记为�
‘ � � ‘ � ，

… ，，’ �
�

�

令 �
’

一 佃浏
，一 �

��一 �
�

�
� ·

… �一 ���汗
，

��� �
�

�
� ·

… 、 一 ��
，

上述 �个同色对记为���
� ，，，

�
，

谧�
�，
��
�

�

… ，

��
， �

�
小其中 ，『

为面
�

�
�

为边
�

��� �
，

�
� ·

…��
，
�镇�簇�

�

即
口���

�

�一 。 ���
，

�
�

显然 ��
�� ·

… 二，
�二 �几

，

�
� ，

�
�

�
，

��
� � ·

… �，
�� �

“ � � ，� �� � ，� ，刀厂
�
�

�

在定理证明中
，

我们定义的着色 叭作为一种标号 �作如下修正
�

仅仅对于 �
‘

中且在原来
。
下标有

。 ��二
�

�的元素
�

现改其颜色为 �
，

而对原来标有 口���
‘
�的

元素并不改变其原来的颜色��一 �
�

�
�

一��
�

对于其它元素
� 不变

�

这徉修正后的 � 为 � 的一

个 �一
边面全着色

�

� 结束语

本文定理 �和定理 �分别肯定了文献 〔�中两个猜想的正确性
�

对于 �。 “ � 图的边面全着

色
，

本文结合文献 〔�〕的结果
，

得出

结论 若 � 为 �介��� 图
�

�
，
���表示 � 的边面全色数

，

则
�

�或 �
�

�或 �或 �
，

�或 �
，

△���，

△���� ��

么���一 ��

么���一 ��

么���� ��

��
�、�
二‘
��
、

��

其中 △�弓�表示图 � 的最大度数
�
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以上就是企业资金的运动过程
�

换言之
，

就是企业资金的动态变化
�

在运动过程中
，

各

种来源渠道的资金和各种运用形态的资金大都会保有一定量并保持一定的比例关系
�

这种资

金在运动过程中的结构就是资金的动态结构
�

这动态结构有两大特点
�

其一
，

在原有资金来源规模不变的条件下
，

资金来源结构和资

金运用结构呈现出相互联系
、

彼此特约的变化 � 其二
，

由于企业劳动者的劳动
，

企业
“
创

造
”
出了新的资金—纯收入资金

，

使资金来源总额增加了
，

也使资金运用结构和资金来源

结构相应发生变化
�

从这两大特点中我们可以引伸出企业家们在资金运筹方面的任务和职责
，

这就是
� �

�

对

各种资金来源和运用项 目以最合理
、

科学的配置
�

这又包括
�

第一
，

以最小的资金成本筹借

适时
、

适用
、

适量的资金
�
第二

，

对筹集的资金予以最合理
、

科学的运用
，

使资金充分发挥

其作用
�

�
�

充分调动劳动者的积极性
，

以期用最小的资金耗费
“
创造

”
出尽可能多的新的资

金
�

现代企业的资金运筹
，

不仅是科学
，

更是艺术
�

这需要企业家们在实践中不断地摸索
�

本

文只起抛砖引玉的作用
，

并以此就教于方家
�
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