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一类有序分拆的计数

周 学 松

�苏拙课部�

摘 要

关键词

分类号

讨论 了分部全的限制条件中的数构成等差数列时有序分拆的计数问题
�

使用 了

与文献��〕中不同的方法得到的结果分别统一和推广了文献 〔��中定理 �
�

�
�

�及

系—定理 �
�

�
�

�及来�定理 ��和定理 �
�

�
�

�—定理 �
�

�
�

���定理 �� 中的所

有通解式
�

分拆 �独立点集 �有向图 �网络

����
�

�

簇不

� 引 言

正整数
�
的一个分拆

，

是把 �
表成正整数的和

� � � ，
� �� � … � ��，。 ‘

� 。 �� � �

�
，
�� �� 的一种表示法

�

如果这个表示式不仅与各项的数值有关
，

而且与各项的次序有关
，

同的次序认为是不同的表示法
，

这样的分析叫做一个有序分析
�

表示式中的每一项
�‘
叫做一

个分部
，

分部的个数叫做分部数
，

一个分部的数值叫做这个分部的容量
，

简称为分部量
�

�
的分

拆的个数叫做
�
的分拆数

�

分拆是非常有用的
，

有一类分配问题实质上就是一个分拆问题
�

然

而
，

求分拆的解并非易事
�

柯召等川对分拆作了详细研究
�

本文讨论了分部量的限制条件中的

数构成等差数列时有序分拆的计数问题
�

我们使用了与文献【��中不同的方法得到的结果分别
统一和推广了文献【习中定理 �

�

�
�

�及系—定理 �
�

�
�

�及系和定理 �
�

�
�

�—定理 �
�

�
�

��

中的所有通解式
�

本文采用符号与文献 【�〕中相同
�

� 主要结果及证明

先看一个定义
�

定义 设
��� 或

�一十��
，

无穷阶矩阵 ������������ 义 十�的定义为
�

��
，

��任 �
�
���

否则

，�
���

一一︸，，�

收稿日期
�����一 ��一 ��

�

周学松
，
男

，
����年生

，
副教授

�
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其中 �
�
一 弋��

，

����镇 �镇
� ，

�簇 ��
，
�

�
� ���

，
��卜�

‘ � �
，
� 二 �

，
�

，… ，
� � �簇 ��

�

定理 � 恰具 � 个分部的有序分拆
，

如果对分部量的限制条件是
�

�
‘
一 ��

、�，
�

‘�，… ，
�

。
�

，
��成 �《 �，，� 《 � ���

丸
�，
户

‘� ，… ，
�

。
�� 镇 �簇 ��构成差为盯与 �无关�的等差数列

，

则此时分拆数

万“，‘“ ’ “ �‘ ·’

一�
武份

，

若习丸
，
簇

。 �

�
，

否则

习户
‘�
� �� 一 ��。 镇 习户

‘，

其中 可份是无穷阶矩阵 ����的 � 次幕 �尤 �，�中第
�
行第 �列处元的值

�

证 设 ，�� 。 �� �� �� 时类似可证明��

首先视�个数集��，
��，… ，

��

为�个独立点集
�

对于 �，
中的每一点弓�� �

�，� ��二 �
，

�
，
一

，��以其为起点向 ��

中每一点�以其为终点�分别作有向弧 �同时以 ��

中每一点 讨��

九
，� �� � �

，
�

，
一

，
���以其为起点�向 ��

中每一点 �以其为终点�作有向弧
�依此下去

，

以

� ‘ 一 �

中每一点 。
�
一 ’
�一 �

‘ 一 ，�，� �� � �
，
�

，… ，���以其为起点�向 �‘
中每一点�以其为终点�

分别作有向弧
，

由此得一有向图
�

再在这个有向图中
，

对�
‘
与式

� ��� � �成� 一 �� 间的有向弧

赋以一个权
，
这个权为该有向弧的起点对应的数值

，

而对于 �� 一 、
与�‘

间的有向弧的权为该有

向弧的起点与终点对应的数值之和
�

由此得一有向网络
�

容易看到
，

求
��
满足定理 �中限制条件的分拆数

，

转化为求上述有向网络中从 ��

端到 �‘

端长度为
�
的不同道路数

�

下面对 � 行数学归纳法来证 �伙
��中第

“
行第一列处的元可分是上述有向网络中从一端

�

到另一端长度为
， 一 习丸�� �� 一 ��、 的不同道路数

�

万， �

� � �时
，

先对 矛���中的元 吐于�关于
“
行数学归纳法

�

�

“ � �时
，。
冲 一 �

，

它恰好表示 人 与 ��
构成的有向网络中

，

长度为
。 � 习丸

�

的不同道
官� �

路数是 �
，

结论成立
�

假设
“ � � 时结论成立

� ‘�‘ � 、 〔
宁卜

�，

即 �手毛��

路数是 �
�

一 � 表示 ��

与 ��

构成的有向网络中
，
长度为 衡 � 习丸

，
� �� 一 ” 、 的不同道

如果定义���
，
��为长度是 � � �的道路

，

则在 ��

与��

构成的有向网络中的 � 条长度为
�二
的道路只能是

�

���
��，，�二 一 �

��
�

，

���
��， 。 ，

一 �
���

，… ，

���
�� ，�二 一 ��二�

�

显然
，

在 ��

与 ��

道路也只能是
�

构成的有 。 、 。 中 ，

道路长度为
，，��一

鑫
，‘�
� 〔��� �卜 �〕。 的不同

���
�，，，�二一 �

一 ��
�
�

，

���
，�，�，·

� ，
一 �

，�
�

，… ，

���
，二 ，�二十 ， 一 �

�，�
，

���
�
�

二� �，�，·

� �
一 �

�
，
二� ��

�

这 � 十 �条
�

而 ���牡
，�
�

恰好等于 � � �
�



第�期 周学松
�

一类有序分拆的计数

于是
，

当 �、 “ 、 〔
宁

〕时结论成立 由对称性可知
，

当〔
宁

〕 � �‘ “ 、 �
时

，

结论也

成立
�

故 � 一 �时
，
�，
���中的

�
六 确实是 �，

与 �
�

构成的有向网络中从 ��

端到 ��

端长度为

。 � 云丸
，
� �� 一 ��，的不同道路数

�

假设 � � ， 时
，

结论成立
�

即 �·���中元
�
写 是 �

�，
��，… ，

��

构成的有向网络中
，

从 �，
端到 ��

端具有长度为
。 二

习丸
�
� �“ 一 ���的不同道路数

�

下面来证明 � � ， � �时结论也成立
�

一方面
，�

片
，， � 可���� 可摺� … � 武份

，
���

另一方面
， ，� � �个独立点集 ��，

��，
一

，
�叶

�

构成的有向网络中从 ��

端到 �一
�

端长度

为
。 一 习产

‘
� �， 一 ��、 的不同道路数为独立点集�

�，
��，
一

，
��

与点 ‘ 十 ‘�� ��十 ��，� �� �

目� �

�
，
�

，二，， ��构成的诸有向网络中从 ��

端到 可
十 ‘
端长度为习��

，
� �� 一 ��。 诸不同道路数之

和
�

而这个和恰 好就是 � 个独立点集� ，，
�� ，… ，

��

构成的有向网络中从 ��

端到 �，
端长度为

习六�
� �� 一 �� 、 一 ��

十 �
�

�一 习丸
，
十 〔。 一 �� 一 ��一 �〕、 �� � �

，
�

，… ，��的诸不同道路

数之和
�

由归纳假设知
，

它恰好就是
�
写 � 心狱

，
� … � 吐龙

一
��

�
��

由下面引理知
，

�
扮 � 。

二�几
，
� … � 。

三爪
�，，，

�
一 。
二����

。 二，� … � 。
二份

留

里
� 。 二���

，，�

故 � � � � �时结论确实成立
�

�毕�

引理 在 �����中
，

等式
�
二悠车

，� �
二性冬

�，，
��镇 ��

� 一 ��成立
�

证 � � �时
，

结论显然成立
�

假设 � 二 � 时
，

结论成立
�

即
�
二畏琴

，� �
二竺愁

，， ��镇 �镇
� 一 �� ��簇 �镇� ���

则
�
沈封

， 一 �
思专

，� 武巴认
， �
� … � 矶伙

�� �

�归纳假设�

� �
二
“
愁

�，
� �
二，飞

�，十 � � … � �
二，愁

、，十，

� �
二
‘
支�

， �

由归纳法知引理成立
�

�毕�

由定理 �的证明过程易得

定理 � 恰具 � 个分部的有序分拆
，

如果对分部量的限制条件是

�
‘
� 《九�，

��
� ，… ，

六
，

�
，

�� 《 十 �� ，
�� �镇 � 一 ��

丸
，，
丸�，… ，

六
，

构成差为 叭与 �无关 �的等差数列
，
�‘
为任意正整数集

�

则此时分拆数

万‘” ‘“”
’ � ’ ‘

今 ’ 一

�
习

�
二污

‘ ， ，

� 二 �� �
，� � 户、 ，

� 习户
�，
� �� 一 ��。

，
户

‘�

任 刀‘
��

“ ‘ � �一 �

�
�

否则
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其中可犷
‘ ’
是�气

��中第
“
行第 �列处元的值

�

求和时
，

对� 中重复的 � 要进行重复求和

由定理 �
、

定理 �得本文主要结果
�

定理 � 恰具 � 个分部的有序分拆
，

如果对分部量的限制条件是
�

’

侧 � ��人
，
�人

，… ，
����

��， 镇� ��， ‘ ���，�一 �
，” ， ’ · ‘ ，

�
，

从爪 一 ��，幻
，
�特 �’ 时，�� ��， 一 奶

�人
，
�八

，… ，
�台构成差为 �，�与 �无关�的等差数列

、

则此时的分拆数

几焦�’’’
。
卜

，�
·

…岭…吃
�，

�
廿

习 �
�

忿》
，，，

� 一 玉�“
�，

一
“ 一�卜 一 �人� ��，一 ��叮，��，

叼习���
‘

习问
���

� ·

…、 �〔 � �， �

� 否则
�

�定义
�
护 � �� �

习夕
，
是 刃， �毛�中第

“ ，
行第

定理 � 如果对分部量的限制条件是
�

�
‘
� ��

‘�，
�。 ，… ，

�
‘、 �

，

�列处的元
�

��
‘ 《 十 �� ，

�《 �� ��

��
�，
丸

� ，… ，

八
。

构成差为 �� 的等差数列
，
则不少于 �个分部的有序分拆数是

节�‘ ， �‘ � �·

…￡，、 � 又，
‘ 二份。 �

一 ‘ � � �
�

朴伙
�气

· ‘

� 、 》 ‘ � ‘， �

其中 尸 二 硬���
，
�

，…

��几�
， ·

… �几��〔 �

‘

�界川习 �叭�� ��
，

� � ���
�，… ，�，��

，��

� �朴�

习�习户，� � ���一 ��。 ‘
��

·

官， � �， �

之 结束语

最后本文发现
，

将 � � �刃 � �
，
�‘
一 � ��� �

，
�

，
��

，。 � �和 � � �
，� 二 �

，，�� �分别

代入文献 【�〕中定理 �
�

�
�

�及系中的通解式得
�

���
。
�

。 ��
。
��

名
�‘ �‘ 忿

�一 ��
‘
�号���� ” 一 �‘ �芭�

“ � �‘�一 ‘�
一

����
，

忿 乙

烈留
， � 习

�‘ �‘ �

‘一 ‘，，‘
�
，“ 一

盲
一 ’�一 。 ，

均与实际不符
�

文献【�〕中定理 �
�

�
�

�及系
，

定理 �
�

�
�

�及系和定理 �
�

�
�

��
，

定理 �
�

�
�

�� 中的通解式有

类似问题
�
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