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图的集控制数
‘

于 崇 智

�墓拙课部�

摘 要

关键词

分类号

设图 �一 ��
，
��一子集 ���

，
若对每一个 ���一�

，
都存在一个柞空子集合

����
，
使得 由 ��� 所导出的子图�����连通

，
则称 � 为 � 的一个集控制集

���一集�
�

� 的集技制数 �，���是 � 的一个集控制集的最小墓数
�

本文给出了集

控制集的一个充要条件
，
并讨论 了生成子图与补图的集撞制数

�

图 �集控制集 �集技制数

����
�

�

� � �
�

告
�

� 口 � 口

设图 �� ��
，
��一集 ����

，

若对 �一� 中的任一顶点
，

均有 � 内的某些顶点与之邻接
，

则称 � 为 � 的一个控制集
�

文献 〔�〕中提出控制集的一个等价定义 �

一集 ���
，

若对 �一� 中

的任一单点子集���
，

均存在 � 内的一个单点子集 《�� ，

使导出子图 ��
“ ，

司 �是连通的
，

则称 �

为 � 的一个控制集
�

� 的控制数是 � 的一个控制集的最小基数
，

记为 ����
�

一集 ���
，

若对 �一� 的任一子集 �
，

均存在一个非空子集 ���
，

使得子图�����是

连通的
，

则称� 为 � 的一个集控制集�������������� ���，

简称为
��一集�

�

图� 的一个
��一集

的最小基数称为 � 的集控制数��
������������ �������

，

记为 �，���
�

本文没有定义的术语和符号见文献 〔�〕
�

本文中提及的图均为简单无向连通图
�

� �� 一

集的充要条件

定理 � 图 �一 ��
，
��

�

若一集 �仁�
，

则 � 是 �的一个

�” � 为 �的一个控制集
�

���� � ，�任�一�
，�
与 � 在 � 内不邻接

，

则必存在一条

��一集的充要条件是

� 内的
“ 一 � 通路 ��
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�
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�
图的集撞制数

证明 必要性
�

根据图的集控制集的定义
，

当 � 取为单点集�“ �时
，。 任�一�

，
必存在 ��

�
，

使�毛�� ���连通
�

可取 � 为单点集毛�’ �
，
矿任�

，

且
“
与 �’ 在 � 内邻接

，

故 � 的集控制集必

为控制集
�

当取 �� 丈“
，

司仁�一�
，

且 “ ，。 在 � 内不邻接
，

由定义
，

必存在一非空子集 ���
，

使 ��

��》� ��“
，

�� ��》连通
�

连通图的任何两个顶点均有一条通路联结它们
，

故必存在一条 � 内

的
�一 。 通路 �

�
‘

充分性
�

设 ���
，
� 满足条件���和���

�

任取 ���一�
，

设导出子图

���� �，
� �

�

� … ��
， ，

其中 �
‘
��� �

，
�

，… ，二�为�� 》的连通分支
·

丫
二任瓦

，

则
。 任� 一 �

，

由条件���
，
� 内一定存在一

点 ��与之邻接
，
因 �‘

连通
，

故

�
‘
� �

‘
��� �

，
�

，… ，��

是 � 的一个连通子图
，

其中 �
‘
为这些 �’ 点的集合

�

� � 〔 �‘ ，
� ���，，

�护�
�

因为 “ ，。 不邻接
，

由条件���
，
必存在一条 � 内的

�一 � 通路 只，，

使
�。 连通

�

记

矶�二 �
‘
� �，� �

、，� �
，

则 �
‘
��， �乙 构成 � 的一个连通子图

�

由 �
矛

和 �，取法的任意性及
�
的有限性

，

取

� � � �
‘，，

则导出子图����》必连通
�

� 生成子图的集控制数

设 � 为 �� ��
，
��的生成子图

�

现讨论 � 和 � 的集控制数的关系
�

定理 � 若 � 是 � 的生成子图
，

则 � 的一个
��一集一定是 � 的 ��一集

�

证明 设 � 是 � 的一个
�� 一
集

，

故由定理 �
，
� 为� 的控制集

，

由生成子集定义
，
� 一定

是 � 的一个控制集
�

� � ，。 任�一�
，
且

“ ，� 在 � 内不邻接
，

故
� ，二 在 � 的生成子图 � 内亦不邻接

，

由定理 �

的条件���
，

在 � 上必有 � 内的一条通路 �
，

使
。 � 连通

�

由生成子图定义
，

��的
。 一 � 通路

� 也是 � 上的一条 � 内的
“ 一 。 通路

�

由定理 �
，
� 为 � 的一个

��一集
�

推论 � 若 � 是 � 的生成子图
，

则

�，���簇 �，���
�

证明 由定理 �
，

� 的一个最小
，�一集仍是 � 的一个 ��一集

，

故证
�

� 图与补图的集控制数

定理 �

证明

��
，

有 �
，

���成
，�一乙

，

其中
，，
为图 � 的顶点数

，
乙 为 � 的最大度

�

设
�
为 � 的任一最大度点

，

取

� � � 一 ��“ �
，
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这里 ����为点
�
的开邻域

�

由定理 �
，

知 � 必为 � 的一个 ��一集
，

而

���一
� 一 么

故证
�

该定理结果不能改进
�

取 ���
� ，
因 乙�����

，
顶点数为 �

，

而 �，��‘
���

，
正好达到不等式的上界

�

定理 � ��
，

则 �
，

�石�簇���
，

其中 占为 � 的最小度
，

石是 �的补图
�

证明 设
“
为 � 的任一最小度点

，�
与 � 中顶点 ��，��，… ，�，

相邻接
�

取

� 一 �
� ，。 �，��，… ，�，

�
�

������沙
�

显然 � 为石的一个控制集
�

��叹�一�
，

取 �� �。 �
，

则���� 》在 乙上连通
，

故由定义
，
� 为 乙的一个一 集

，

所以
，

�，������汉

推论 � 设 � 为任一非平凡树
，

则 ���了����

证明 从文献�幻知任何一棵非平凡树至少有二个度数为 �的顶点
，

故 叔����
�

由定理

�
，
必有 乙�于�成�

�

设 乙�于�� �
，

则 于中存在一个最小集控制集 �一�
“
�

�

根据定理 �
，
� 是于的

控制集
，

所以
�
与 于中的任一顶点邻接

，

则
�
在 � 中为弧立点

，

与 � 是非平凡树矛盾
�

故证
�
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