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序列和谐图及其扩充
’

邓 毅 雄

�塞矛出课部�

摘 要 讨论 了序列和谐图的扩 充
，

并由此得到某些重要图类的序列和讼性
�

关键词 图 �和谙图 �序列和谐图 �扩充

分类号 ����
�

�

� 引 言

本文只讨论简单无向图
，

未加定义的术语与符号均参阅文献〔�」
�

图的和谐标号是图论的一类重要标号
，

具有一定的实际意义
，

目前已有许多结果川一般

来说
，

证明图的和谐性都是直接给出其标号
，

然而对较复杂的图有时并非易事
。

另外
，
注意到关

于和谐性的现有结果相对于优美性要少得多
，

从文献 〔�〕 可看到 ，

象 ���
，
�

，
��

，
���

，
�

，
��这

样的重要图类的和谐性都未获证
。

本文通过讨论和谐标号的特殊情形— 序列标号的扩充
，

较易地解决了此问题
�

首先给出和谐图的定义

设 �
、

�是两整数集
，

若 � � 丈�三
�����，�� ，� � �

，

其中�为某整数卜则记� � � ������
�

对图 �
，

记 】��� 】����】，〔������ ��，
�

，… ，

���一 ��
�

设 ������

一 �����〕 为单
射

，

对于
�� 任 ����

，

记 �，����� ����� 几���
，。 ������二 丈。 �����

�。 任 �����
，

则 。 �����

一
。 ������是 �的导出映射

�

定义 � 对图 �
，

若存在单射 几�����

一 〔���� 〕 ，

使得 �的导出映射 。 也是单射
，

且

。 ����” � 【����〕��������
，

则称�是和谐图
，
���� 称为点 � 的和谐标号

，。 ���� 称为边 �。

的和谐值
�

定义 � 设 �是和谐图
，
若存在和谐标号 �和正整数�

，

使得和谐值集 。 ������ � ��
，
��

�
，… ，

�� ���一 ��
，

则称 �为序列和谐图
，
�称为 �的序列标号

， 。 �“ �� 称为边
“ � 的序列和谐

值
�
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另外
，

关于树的和谐性本文规定
�������

一
《�，

�
，… ，

��� �
�

在定义 �中
，

当�护 �
，
时

，

必有 �簇 �镇 ���一 �
�

显然图的序列标号一定是和谐标号
，

但

和谐标号不一定是序列的
�

然而
，

至今还未找到不能序列标号的和谐图
，

所以
，

考虑序列和谐图

的扩充问题对讨论图的和谐性具有重要意义
�

定义 � 设 �是图 � 的一个序列标号
，

若存在整数 。 ，
��

令 �二
，
���� 丈。 ���任 哎�

，，� � �
，… ，，� � ��

， 〕 � 任 ����
，

使 ����� ��
�

且满足

����一 � � ���� ��一 ����� ��告 伪���卜 〔 �������� ���

�����
� �一 �

�

�这里 �的意义同定义 ��
，
则称�

， ，，
���为图�在标号 �下的一个可扩充点集

，

且 ��…�����

�� �
�

定义 �中的两条件都是用来保证将来扩充时
，

以 �一 ，� � ���十 �� 一 ����� �� 作为新

增加点的序列标号的可行性
�

其中条件���说明 �一 �，� � ���� �� 一 ���� � �� 在标号 �下没

有标在 ����的任何点上
，

而条件���对应于 ���� �� �� 】� �一 ���
�

更一般地对应于 】� 】十
，�� � �� 一 �》 �一 �，� � �� 一 ����� ��

�

这样
，

结合后面定理证明看到
，

当扩充
�
个点时

，

得到

新图的边数为 ����
��� 十 ��

，

而上面式子说明把 �十 ���一 �，� 十 �� 一 ���才� �� 作为新图

的最大标号的可行性一个序列标号一定存在可扩充点集
，

且并非唯一 特别可扩充点集的某

些子集也是可扩充点集
�

下面给出几个序列和谐图的标号与可扩充点集
�

例 � 当
，� � �

，
�

，
�

，
�时

，

完全图�
，
是序列和谐图

，

其标号分别为
�

���
，

��
，
��

，
��

，
�

，
��

，

��
，
�

，
�

，
��

�

而且 � � �
，
�

，
�时

，

它们点集的全体均构成一个可扩充点集
�

如对 �
�，
在该标号

下
，
龙� �

，

取 �
��
� � ��

，
�

，
��

，

其中
，� 二 �

，�一 �
，

则 �� ���一
，� � ��一 ���� ��� �� ��

一 �一 ��� ��任 弋�
，
�

，
��

，

且 � � �� �一 �� �一 �
�

另外 �
�

，
�
一 ��

，
�

，
��是 �

�

的一个可

扩充点集�注
�

本例中用标号表示对应的点�
，

这只要注意到 � 一 �
， 】五�� �即可

�

附 � 当
，，� �或 �������时

，
�

。

是序���和谐图
，

其

标号为
�
�点的下标按某方向依次给出�

。��，
， �

�一 ，一 �
，。���

，
�� 竺于�� ， �，一 �

，
�

，… ，

�
’ � 、 � � 一

竺月井�在此标号下的标号集为����。 ��。 任 �����一 《。 ，

�
’

卜�
’
甲 � ’

�
’ ，
�

’

砂
��

‘ ” 、 一 ‘ �
�

、

一
‘

�
，
�

，… ，，�一 ��
，

取
，� 二 �

，�二 ，�一 �
，

由于 �� �，�一 ����
，

则 �
。 ，” 一 �即�

�

的所有点的集合在此标号下都是可扩

充点集
�

例 �
，

�������� 图是序列和谐图
，

其标号如图 �
�

其中和谐值集�。 �
� 。 ��

�� 任 �����一 ��
，
�

，… ，
���故可

取 � � �
，�� ��

，

则 �
�
�
�‘
即 �������� 图的所有点的集合

是可扩充点集
�

设路 �
�

的点依次为 ��，�� ，… ，�， ，

而 ��表示路 �
。

的
�
次幂

�

从 已有的结果我们易知 �
，

与 尸云都是序列和谐

图 �
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图 ‘’ ，

且所有点的集合构成一个可扩充点集
，

至于 � 》 �的情形
，
目前未见关于 ��的和谐性结

果
�

下面我们给出关于 代 的和谐性的结论
，

至于
“
� �时 �� 的和谐性问题尚未解决

�

例 � �己是序列和谐图
�

证明 显然 ���川�� 一 �，�一 �
，

设单射

�����三�

满足
����

，
�� �

，
��。

‘
�
一

丈�
，
�

，…

����� ��

�

�
�

��� �
，
�

��
， ��

�� 十 �
， ，，

�� 十 �
， ”

�� � �
， ，，

，
�，� 一 ��

�

，
��

一 �，
·

十 ��

一 �� � ��

二 �� � ��

二 �� � ��

�� 妻 ��
，

力��
�‘十��� ���

�“ ，
�，� �‘，成 ‘ � 〔登〕

，，成 ‘ 成 �，
·

易证上述标号为序列标号
，

故 �三是序列和谐图
�

另外设 � � ��
�，一 �，���� � ，。 �卜

、 ，
�� �

，
�

，… ，
�

� �成 ‘ 簇 �苦〕�
，

由于 � 中点的标号集恰为

哎�
，
�

，
�

，… ，�
�

，

其中
，

一 �粤〕
�

任

，�
护 ��

，，� �一 �票�
�

任

矛王一 ��

�
、���

一一�

由于在上述标号下
，

定义 �中的�� �
，

取 � � �
，�� �一 �

，

即�二
�

一 �
，
它是一个可扩充点集

�

关于序列标号我们也有下面性质
�

性质 若 � 为序列和谐图
，

则存在序列标号 �
，

使 ���抽����。 任 ����� 一 ��

证明 设 尸 是 � 的一个序列标号
，

其序列和谐值集为咬�
，
�� �

，
一

，
�十 ���一 ��

，

显然

�� �������
‘
����一 �

�

取 � 的另一标号为 几���� �
’
���一 ，��，��人

‘
����

，
� ����

，

显然 ���������一 �
，
且 �的

序列和谐值集为�� 一 ����伍
’
�，��

，
�一 �����伪

‘
�” ��� �，一�一 ���个伍

，
�” ���

一

��一 ��

从而 �也是 � 的一个序列标号
，

且 ��������� � ��

� 扩充定理

定理 � 若 � 是序列和谐图
�

�二
，
���是在标号 �下的一个可扩充点集

，
� � 厦“

， ， “ �，，�’ ，

“ ，

�是 ����外的一个孤立点集
，

则将 � 中各点分别与�二
‘
���中各点邻接得到的图夕 也是序

列和谐图
�

证明 显然 ����
，
��� ����

���� ��
�

设 �的序���和谐值 。 ������� ��
，
�� �

，… ，

�� ���一 ��
，

�
， �，
���� �� �� �� �

，� ，，� � �
，… ，

� � ��
，
日 � 任 ����

，

使 几���� ��
�

定义 口 的标号 丙
‘

为
�

当 � 任 ����时
，
�

‘
���� 二 ���，� �

当
，‘ ， 任 � 时 �

，
�“

，
�� �� ���一

，，‘ � ��一 ����� ���二 �
，
�

，… ，�
�
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显然
，

由可扩充点集的定义知
���’ 是单射

，
且 ��� �����

一
哎。

，
�

，… ，

����� ��一 ��
�

另外在 衬 下
，

��

么 。 ������一 ��
，
�� �

，… ，
�� ���一 ��

，

��么 �。 ���。 ��。 �
�声�二 �‘

����� �
，
���

，�，任 �
，� 任 �二

，
����

� ��� ���
，
�� ���� �

，… ，
�� ����

���� ��一 ��
，

则

�
�

��
�
� ��

，
�� �

，… ，
�� ����

���� ��一 ��
�

故 军 是 �’ 的序列标号
，

�� 为序列和谐图
�

由定理 �知
，

任一序列和谐图都可以通过其一个可扩充点集与某些孤立点邻接得到新的

序列和谐图
，

这对证明某些复杂图的和谐性是十分方便的
�

如由例 �知星 �
，，

一 �
，
�瓦是序列和谐图

�

图 ��。
，� ，�
�� 为具有一个公共�

。

的
，。 个凡

组成的图
�

这类图的优美性 已有不少人进行了研究�如文献 〔�，
�

，
�

，
�。 〕 等�，

但其和谐性未见

结果
�

文献 【幻 中提出了 ���，
�

，
��与 ���

，
�

，
��的和谐性猜想

�

由于 ���
，
�

，
��� �

�
�兀

，

���
，
�

，
���� �

�
十不

，
而由例 �及定理 �我们立即得到它们的和谐性

�

推论 � 图 刀��
，
�

，
��

，
���

，
�

，，��都是序列和谐图
�

由例 �及定理 �我们将当
�
为奇数时

，
�

�

�瓦�� � �
，

�� 为和谐图的结果推广到了如下的

一般情形
�

推论 � 当
，�� �或 ������� 时

，

山 � 瓦�� � �� 是序列和谐图
�

注意到星 �
� ，�
是序列和谐图

，
且在其任一的序列标号下它的所有点的集为可扩充点集

，

所以我们有
�

推论 � �
�二 � 瓦�� 》 �� 是序列和谐图

�

这个结果将现有的 �
，，，

� �
�
为和谐图的结果推广到了一般情况

�

下面我们利用 �
�

的序列和谐性将现有 �
�

� �
�

与 �
二

� 贾
�

为和谐图的结果推广到一般
�

推论 � 当
� � �

，
�时

，
��� 瓦��� �� 是序列和谐图

�

至此我们看到
，

利用定理 �
，

可以非常简便地得到一些重要图类的和谐性及序列和谐性
�

最后
，
注意到冠图的优美性与和谐性备受该方面研究者的关注

，

本文以如下定理及其证明

作为结束
�

定理 � 设 � 是序列和谐图
，
�是 � 的一个序列标号

�

�
，

���� �。 ���任 哎�
，
�

，… ，
���

，
��� ��

，
日 � 任 ����

，

使 ����� ��
，

则在 �
，
���的各点上分别增加 ���� �� 条悬挂边得到的图 �� 也是序列和谐图

�

证明 显然 ����
‘
��� ���� ��� ���

�

设 �的序列和谐值集为 。 ������一 ��
，
�� �

，

一
，
�� ���一 ��

，��，表示与标号为 �� 的点邻接的悬挂点�� 镇 �簇
� ，
�蕊 �簇 ��

�

定义�� 的标

号 刃 为
�

���当 � 任 ����时
，
�‘
���� �����

����
，
��， ，

��一 �� ���� ��一 ���� � ��一 �
·

��毛 �成
� ，
�镇 �镇 ��

易于验证此标号为 �� 的序列标号
，

故 口 为序列和谐图
�
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序列和谙图及共扩充 ��

�本文完稿后曾与周尚超教投商榷
，

并且审稿人也提出了宝贵的修改意见
，
在此一并深表感谢�
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