
第 �� 卷第 �期
����年 �月

华 东 文 通 大 学 学 报
�����������

������� �������� ����������

���
�

��

���
�

��
�

�

����

轨道结构的垂向振动特性
’

圣小珍 吕绍棣

�土 木 工 程 来�

摘 要

关链词

分类号

本文将机道结构简化为用分布弹妥和阻尼毖联来的双层梁
，
用振型分解法研究

了在移动待载作用下执道结构的垂向振动特性
�

高速铁路 �机道结构 �振动

����
�

���

� 引 言

轨道结构的动力响应与列车速度有关
，

当列车速度很高时尤其如此
�

研究轨道结构的各

种参数及列车速度对轨道结构动力响应的影响
，
借以优化轨道结构的参数

，

是一个十分重要的

课题
，

得到众多学者的重视卜
心〕 �

本文选用文献 〔�〕 的双层梁模型
，

用振型分解法研究在移动荷

载作用下轨道结构的振动特性
�

本文方法只须求解若干个�例如 ��个��元一次方程组即可
，

占

用机时少
，
因此

，

便于讨论各种参数对振动特性的影响
，
并对参数进行优化

�

� 力学模型及运动微分方程

轨道结构的力学模型如图 �所示
�

上梁表示一根钢轨
，

其单位长度质量是 �
，，

抗弯刚度是

��

入
�

钢轨上受到一个以匀速 � 沿

钢轨前进的交变荷载 尸��� � 尸
。

� 已���时 � 几��
�
研

，

用来模拟

轮载
�

�� 一 �
，�

…
， �

…
、 � 、

�
， �

�
�

卜架表尔瓢枕
，

矶枕之 �川的

间距被忽略
，

认为是均匀无间隔

地排列
，

因此
，

该梁的抗弯刚度取

为零
�

单位长度质量为 ��
�等于一

根钢轨下面轨枕总的质量的一半

除以钢轨长度�
� 图 � 力学模型

�，，‘ ，
表示单位长度钢轨与轨枕之间的弹性系数和阻尼系数

�

收稿 日期
�����一��

一

��
�

圣小珍
，

男
，
����年生

，

副教授
�

，
校立课题

�“
高速列车轨道结构的可行性分析

”
之理论分析部分

�
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��
， 。 �
表示单位长度枕梁下面的弹性系数和阻尼系数

�

�表示一根钢轨的长度
�

上述模型忽略了道碴的质量
�

要考虑道碴时
，

把道碴质量并入轨枕中
，

则上述模型依然可用
�

令钢轨的垂向位移是 �
，
��

，��
，

轨枕的垂向位移为 �
�

��
，��

，

则容易写出运动微分方程如

下
��，�旦愧多卫

� �，

登
，

望

窦事卫
� ��〔�，��

，，

卜
����

，，�〕

� ·，

产窗业
一 鲍督里 〕 一 。 �二 一 二，���，�

，

���

护�
�
��

，��

�，

一百不一 一 祀 ，��，、 � ’ 不少 一 � ‘ 、� ，‘ 少�

氏
‘ ���

，��
���

����一
�

花刃一一一

�之口
，

��
�

约
，

�
一一只二��� �� ���

���
，��� �，

�乙 一

�����
，��

��
���

其中 叔��是狄拉克 占一 函数
�

轨道结构垂向振动的固有圆频率和振型

在式���
，
��� 中忽略阻尼及外激振力

，

得 自由振动微分方程

、、产、，户口�连
‘�‘、了‘、

��，�旦愧多卫
� � ，

全竺瓷手卫
� ��〔�，��

，，

卜 ����
，，��一 。 ，

�
�

翌竺多
卫�� �，〔����

，，

卜
�，��

，��
卜

������
，，�一 。 ，

在式 ���
，
���中令

�
，
��

，��� �����气
‘ ，

�
�
��

，��一 � ����气
‘ � � ���

其中 ����
，
����分别是钢轨和轨枕的振型函数

，

叭 是轨道结构的固有圆频率
，

�一 了二�
�

将

式���代入式���
，
���得

、�护、 、产���了
�了‘、了吸、���

，

旦二擎华�一 �
，
屺����� �

，

���二�一 ��二�
卜

。 ，

��
’ 一 �

一 �
�

碗����� �
，
�����一 ����〕 � ������� �

，

由���得

�����
�，
����

��

� �� 一 ��

吠
’ ���

式��� 表明
，

轨枕的振型与钢轨的振型成比例
�

将式 ��� 代入式��� 得
� ，

�
毛
���� ��

，
一 �

，。 三���
，
� �

，
一 �

�。 三�一 �子
， �

乙
一�� �

一不一几下一 �����

—
口 又了 �� �

��
’

龙� 一 左� 一 ��因二

�了一 ��
，
一 �

，《 ���，
� �� 一 � �《 �

�
，
�
�
��

�
� �� 一 �

�《 �

则有
�
去
����

��
名 一 月

吸

����� �

���

����

式���� 表明
，

钢轨振型函数所满足的微分方程与普通欧拉梁的振型函数所满足的微分方程是

相同的
‘，，�

由钢轨两端的边界条件即可确定频率方程
�

本文略去轨头板的约束作用
，

将钢轨的

两端视为自由端
�

从文献 〔�〕 知频率方程为
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���斑 �

森
�

川
、

��户�

振型函数为

����� ����班 一 ��脚��
���

今 � ��丙�� ����风 � ��风��
���加 � ��脚�

�

����

�对应 �� �时有两个刚性振型
�
�

�

���一 �
，
��

���一 � 一 ����
�

由式���� 可解出一系列 风来
，

代入式����得 �
�

������ �
，
�

，
��二 �

�

当
�
笋

‘
时

，

有如下正交关

系
�

丁�
�

· ‘�，口，‘� ’‘� �

五
伏�二，伏�‘ ’‘二 �

�
，

�
‘� ” 一 ‘ ’

�” “

����

� 方程������的求解

�
�
��

，���

令
习�

‘
���。 ‘

�，�
，

习�
‘
���户

、
�，�

�

����

�
�
��

，��� �
代入式������后两边乘以 �

，

���
，

两边从 。 到 �积分
，

利用振型的正交性有

〔� �

卫
�，���‘�〕奋

·

�，�� 〔一
卫
�，���‘�〕�、

�

��卜 �
�

�‘��� 〔��‘ �

且
二

·

����‘�〕。
�

�，�

� 〔‘ �
丁�
�������〕�。

�

�，卜 ，�

�，��一 �
�

�·，�尸�，�

〔��

丁�
�，���‘ �〕�

·

�，�� 〔一
工
�，�����〕�，

�

��

卜 、
�

�，��� 〔��
五。

�����」�，
�

�，

卜
、 ，

�，��

� 〔一
工
�������〕�

�

�，�� 〔‘ �
工
�，‘�，‘�〕，

· “ ，一 “
�� � �

，
�

，…� ����

在式����
，
����中令

从一一
几一��

热一一
从一岛执�

而 一 入
’

鱼 一 端
，

�刀 �

‘ �

沉�

一 �登
。
叭 �

�
，
�
，

力咤�

�
’

子����� �� 一 �
，
�

，… ����
一 ￡，

端 �

�子�����

内毛�刹一内�九

�
�

����
����

，，

皿
二��二，�二

’

由式����
可
域�’�

‘二，�二

八���
���� �

一
尾

黑

风
，

故有

�� ����
’

又令 。 君 �
· ，

并将
瓮

，

禁
仍记为 、 � ，，一则式 “ �，， “ �，成为

产�

刁�，
�

� 厂 �泞
。

一 �泞
。

��，
�

�

」飞�
�

了十 �
一 �。。 ��，十 、 �。。」飞�

，

了

�工�尸
��
�

�‘�
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� 〔��
耳

一 �

一 �

�� 热

�兰红�

�
“
���

， ， ，

飞尸一 《夕 � 火

�
，
�

，…� ����一一�

�������

勘
一一

、
�勺��

吼丸
护

�
月
�����

、
﹁�‘��

式����是一无量纲的方程组
，
便于数值计算

�

式����的右端具体写出就是

乙���
，， ，

听
、 ，

二
。

二
。 ， � 。 ， 、 ， ， � ， � 、

一��口�气�，�� 气月声卿�
��十 刀声�皿

护�十 �声仙
��十 刀���岭��气�� 十 �����月�十 厂��伽舫�

�

听 听
分� �

，
�
，…�����

其中

凡�
“ ·
� 百

’

人� 竺 �

叭

�
，
一 � �

���

剐 一 ��刀 �� � �
，
�

，

一� ����

�
，

一 �
，

�

，，、
五。

�二��二
’

���粼 � ��风�

��

袱���
�，��

’

�当
�

为求式����
�
�

����

�
�

����

二 �
，
�时

，

可类似写出
，

此处略�

的稳态解
，

可令
��������� �

口�

卢���
�� � ������

�� � ��
一���

��

� �人
�����，� � 几

����
�� � ���

���
，� � ��

‘ ���
，�����又�

� ��
�������� � ��

�����
，� � �

，����
�� � �

，����
������又�

，

氏������� � 肠
����

�� � 氏����
�� � ��

一���
��

� �备
������� � �

，�����
�� � ��

����
�� � �

，‘ ���
������孟�

� �‘ ������� � ‘ �����
，� 十 ‘ ����

�� �
��一���

������久�
�

�� � �
，
�

，…� ����

其中 ���，
���，
��

，，��� ，
��

� ，
���

等是待定系数
�

将式 ����代入式����
，
比较两边的系数得三个方程

组

「�
，

�牙
，

一 石
， � 、

��
�

��
�

� �
� ，

卜 ����

��
�

��
�
� ��

�

�

其中〔��

�
，

��
�〕 ，

��
�

�是 �� �阶方阵
�

活
，
� ���

， ，

���
，
伟�，

伟‘ ，
氏

， ，
阵� ，

���，
价

�
��

，

牙
�
一 �大

，，

天
�，
关

� ，

��
‘ ，
�

�，，

今
� ，
�

�� ，
�

�‘
�丁

，

牙
。
一 ��

�� ，

��
� ，

��
� ，

成
� ，‘ ， ，‘ �，‘ � ，“ ��

· � �� 一 �
，
�

，

一� ����

解方程组���� 即求出了稳态解
�

� 轨道结构的垂向振动特性

�
�

� 轨道结构的固有圆频率

由式����解出夕
‘ ，

由��� 可解出与之对应的固有圆频率
�

对同一个振型 �
‘
���

，

由式��� 可

解出两个固有圆频率来
，

这是由于振动系统是 由两个连续梁组成的原故
�

取如下轨道结构参
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数�’�

二
，
� ��

�

������
，
二� 一 ������� �

�，
� ������ ������

名，
�� � ������ ��，���

全�

���
，
� ���� � ��，�

·

��，

则有 叭 � ����
�

��������
� �人

则前 �� 阶振型对应的 �� 表 �

个固有圆频率如下
� �

万百一
刀

，
一 �对应的固有圆频率

—就是钢轨和轨枕梁只作刚 �

性运动�因此化为两个 自 �

由度�时的固有圆频率
�

�
�

� 加速度曲线 �

轨道结构参数同 ��

�
，

再取 泞
。
� �

�

��挤 � �
�

�

�
，。 � �����

，
�。
� �� �

�������
，
尸�
一 。 ，

则钢轨 �

�� ���
�

一 �
�

����
，
热 � �

�

���
�

前 �� 阶振型对应的固有圆频率表

序号

�
�

����

�
�

���� �
�

����

�
。

���� �
。

����

�
�

����

叭
‘

���
�

���

����
�

���

���
。

���

����
。

���

���
。

���

����
�

���

���
。

���

����
�

���

���
�

���

����
�

���

����

�
�

���� �� �
�

����

创目

���
。

���

����
�

���

���
。

���

����
�

���

���
�

���

����
�

���

���
�

���

����
�

���

���
�

���

����
�

���

，， ‘

…
三 艺艺

�

二二
����� � ���

二二公加 �月 � �����
‘‘ �����

屯屯屯
�
盛盛盛 � � � �����

��������� 二 � 一一一

支支支支支 �工
� � �

�
� �

孟
‘
�

‘ � 日日日

���

…一�一�
‘
一

二
一

�
一

二
�

���
����

一

���「
‘‘

��� �’’’’’ 一�
一�一

‘

，�’ 一���

飞飞飞
一一 ���

�
，，，

����������
����

� �

皇
�
一三一

‘‘‘
������������� � � �������������������������������������������������������������

画画画
��啊
’’’’’’’’’ �

���� �
�

里
�� � �

�
�

�����

������������������������� ���卿卿���卿卿叭
���

下下下下�����
尸尸

�
··· 一

�����厂兰
一

�

一

互
一

三一�
�
二

洲洲
一一一一一�� � � ���

圣圣圣圣圣 � � ���

下下下
‘‘

�，二 ‘

��� � � � � � � � ���
一一

‘

二
’ “ 一 � �

一兮
� � � �

一宁…“ ‘

二宁一
� �

一�一
� �

一兮
’ �� �

一
十

��

一
�兮

� ’ � ‘

一于
‘ ” 一一

二二
� � � �

里
� ��

二
‘

公
�……公

二工二

孟…… 二
�

一公
�… ，�

二一
，

一公一一��� � � � ���
’

������’’’’’
� � �

�
���� � � 一

获
�，

宜
二

� ，

一

�
� �

二 ，，

咖咖鲡鲡�����
���

瓤瓤
�

� �

三
� � � � ‘ �

一

二
一
��� 一���

恤恤恤恤恤恤恤恤
晰

���

咖砷砷
��� � � ’

�一��������� “ ’�
’’卜

一
�
一

二�二〔
一

二
，

一一
���

� � �����

一�一一��� 毛 三 三三三三

��� � � � � ��� 犷…
” 甲 一

丁一
’

一
’’

图 � 钢轨中点理论计算加速度曲线 图 � 钢轨中点实测加速度曲线

中点的加速度曲线如图 �所示
�

图 �是实测的加速度曲线
�

比较图 �
、

图 �可知
，

两者是很相似

的
�

另一方面
，

图 �的频谱图如图 �所示
，

从该图可知
，

图 �的变幅加速度曲线的频率为��
�

��� ，

它就是交变荷载的频率
�

�
�

� 钢轨和轨枕梁中点的幅频响应曲线

令简谐荷载 尸���一 尸����时
，

该荷载从钢轨的左端以速度
� 运动到右端

，

钢轨中点�� �

�
、 ， ，

一
， � ， 、 � ，二 ， ，

�
，

�
� ，

�

万�的垂回仅移的最人但比 �’ �

乙

静止作用于该点时该点的位移�记为�
。
�

，

定义为钢轨中点的动

力放大系数夕，轶
�
轨枕梁中点�� 一姜�的位移的最大值比讯

�

定义为轨枕梁中点的动力放大系
‘

数 夕枕
�

夕钥软 和 夕。 与 又�最之间的关系曲线定义为各自的幅频响应曲线
·

在 �
�

�中的结构参数
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下
，

再取 � � �����
，
泞
。
� �

�

��
，
产

。

� �
�

�
，

则得钢

轨中点和轨枕梁中点的幅频响应 曲线如图 �所

示
�

由图 �可看出
，

当 又�� �
�

��和 风� 一 �
�

��时
，

发生共振
�

这时对应的 。 分别为

田，
一 又，叭 一 �

�

��� ����
�

�����

���
�

�������
� ，

臼�
� 又�田

。
一 �

�

�� 又 ����
�

�����

����
�

��������
，

与系统的固有频率很接近
�

因此
，

当移动的简谐力

的频率与系统的固有频率接近时
，

将发生共振
�

这

一点与普通的振动系统是一致的
�

为了降低共振

峰
，

应增加阻尼
�

从这里还可看出
，

计算轨道结构

的固有频率具有重要意义
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图 � 理论计算加速度曲线的功率谱
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�� � 动力放大系数与速度之间的关枣
在 �

�

�中所给的轨道参数下
，
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我 �

们计算了动力放大系数与速度之间 �

的关系
�

从计算结果看
，

在某些 双如 又 �

� �
�

�
，
�

�

�
，
�

�

��下
，

动力放大 系数 �

随速度的增加而增加
·

在某些 双如 风 �

一 �
·

��
，
�

�

�� 下
，

动力放大系数随速

度的增加反而减小
�

动力放大系数随 �

速度变化而变化的快慢程度与 几有 �

密切关系
·

又越接近共振点
，

动力放大 。

系数随速度改变而变得越厉害
�

为了

减小动力放大系数对速度的敏感性
，

轮载的频率应低于轨道结构的最小
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钢轨和轨枕梁中点的幅频响应曲线

固有频率
�

分析表明
，

轨道结构的动力响应并不总是随列车速度的增加而增加
�
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寿命
�

���单管工作时恒功效果不理想

尽管本逆变器单根灯管已能在 �� � “ � 的电压范围内可靠工作 ，

但恒功效果不够理想
，

灯管的照度随着输入电压的变化而变化
，

因此需对逆变器进一步的改进使它能在单管工作时

比较理想
�
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