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  摘 要 本文给出了积分高阶非线性非完整力学系统运动方程的场方法，并举例说明结

果的应用．
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0 引  言

  由于力学本身以及自动调整、自动控制理论的发展，人们越来越重视二阶和更高阶非完
整约束系统力学的研究，并已取得了许多重要成果［1～6］．然而，这些研究大多数还只限于动力
学方程的建立，而对其积分方法的研究则较少．
  本文研究高阶非线性非完整力学系统的积分方法．首先将广义坐标及其 m 阶导数同时取
作为场变量，然后应用场方法［7、8］ 积分高阶非线性非完整系统的动力学方程．文末举例说明结
果的应用．

1 动力学微分方程及其标准形式

  设力学系统的位形由 n个广义坐标 q1，q2，…，qn来确定．系统的运动受有 g个理想m阶非
线性非完整约束

      f β（ qs，qs，qs，…，q（ m）
s，t） ＝0，   （ β＝1，…，g；s ＝1，…，n；m ＝1，2，…） （1）

系统的运动微分方程可表为 Routh 形式〔1〕

ddt ∂T∂qs － ∂T∂qs
＝ Qs ＋ ∑g

β＝1
λβ

∂f β

∂qs
（ m） ．   （ s ＝1，…，n；m ＝1，2，…） （2）

其中，T 为系统动能；Qs 为广义力；λβ为不定乘子．方程（2） 可表为显形式
      ∑n

k＝1
A ksqk ＋ ∑n

k＝1∑
n

j ＝1
［k，j ；s］qkqj － ∑n

k＝1
（ ∂B k∂qs

－ ∂B s∂qk
） qk ＋ ∂B s∂t
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  － ∂T0∂qs
＋ ∑n

k＝1
∂A ks∂t qk ＝ Qs ＋ ∑g

β＝1
λβ

∂f β

∂qs
（ m） ．  （ s ＝1，2，…，n；m ＝1，2，…） （3）

其中，A ks为动能 T 的二次型系数；B s为一次型系数；T0为动能中不依赖于广义速度的部分，而

    ［k，j ；s］ ＝ 12
∂A ks∂qj

＋ ∂A j s∂qk
－ ∂A kj∂qs

 为矩阵［A ks］的第一类 Christoffel记号．

  不失一般性，设从式（3） 的后面 g 个方程可以解出约束乘子
      λβ＝ λβ（ qs，qs，…，qs

（ m） ，t）    （ β＝1，…，g；s ＝1，…，n） （4）
将式（4） 代入式（3） 的前面 n － g 个方程，并将所得方程记作
      Gσ（ qs，qs，…，qs

（ m） ，t） ＝0，   （ σ＝1，…，ε；ε＝ n － g ） （5）
将式（5） 对时间 t 求导数，我们有

      ∑n

s＝1∑
m

k＝0
∂Gσ

∂qs
（ k） qs

（ k＋1） ＋ ∂Gσ∂t ＝0，   （ σ＝1，…，ε） （6）
需要指出，如果式（1） 对qs

（ m）
是线性的，设∂f β

∂qs
（ m） 的最高阶为 r，有 r ＜m，则式（4） 、（5） 中不含qs

（ m） ，式

（5） 中广义坐标的最高阶导数为qs
（ r ） ，此时只要对其求（ m － r ＋1） 阶导数即可得到类似于式（6）

的式子．
  将约束方程（1） 对时间 t 求导数，得到

      ∑n

s＝1∑
m

k＝0
∂f β

∂qs
（ k） qs

（ k＋1） ＋ ∂f β∂t ＝0．   （ β＝1，…，g ） （7）
联解方程（6） 、（7） ，由方程的独立性，我们可以解出 qs

（ m＋1） ，记作
      qs

（ m＋1） ＝ g s（ qk，qk，…，q（ m）
k，t） ，   （ s，k ＝1，…，n） （8）

令

      x kn＋s ＝ qs
（ k） ，   （ k ＝0，1，…，m；s ＝1，…，n） （9）

则方程（8） 可表为标准形式
      xln＋s ＝ x （ l＋1） n＋s，   （ l ＝0，1，…，m －1；s ＝1，…，n）
      xmn＋s ＝ g s（ x kn＋j ，t） ．   （ k ＝0，1，…，m；j ，s ＝1，…，n） （10）
在变换（9） 下，运动方程（5） 和约束方程（1） 成为
      Gσ（ x s，x n＋s，…，x mn＋s，t） ＝0，   （ σ＝1，…，ε）
      f β（ x s，x n＋s，…，x mn＋s，t） ＝0，   （ β＝1，…，g ） （11）
显然，如果初条件满足（11） ，即
      Gσ（ x0s ，x0n＋s，…，x0mn＋s，0） ＝0，   （ σ＝1，…，ε）
      f β（ x0s ，x0n＋s，…，x0mn＋s，0） ＝0．   （ β＝1，…，g ） （12）
则方程（10） 的解给出高阶非线性非 完整系统的运动．从式（12） ，可以解得
      x0mn＋s ＝ hs（ x0s ，x0n＋s，…，x0（ m－1） n＋s） ．   （ s ＝1，…，n） ， （13）
因此，对于 m 阶非线性非完整系统来说，其独立常数为 mn个．

2 场方法的推广和应用

  为积分方程（10） ，我们将文献［7，8］所述的场方法的基本思想进一步加以推广．根据场方
法［7，8］，令某一个场变量，例如x1，作为时间 t以及其余场变量x A （ A ＝2，…，（ m ＋1） n） 的函数，
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即 x1 ＝ u（ t，x A ） （14）
将式（14） 对 t 求导数，并利用式（10） 的后面［（ m ＋1） n －1］个方程，得到

  ∂u∂t ＋ ∑n

a＝2
∂u∂x a

x n＋a ＋ ∑n

s＝1∑
m－1

b＝1
∂u∂x bn＋s

x （ b＋1） n＋s ＋ ∑n

s＝1
∂u∂x mn＋s

g s（ u，x A ，t） － x n＋1 ＝0． （15）
拟线性偏微分方程（15） 可称为基本偏微分方程．假设已找到方程（15） 的一个完全解，有形式

      x1 ＝ u（ t，x A ，cα） ，    A ＝2，…，（ m ＋1） n；
α＝1，…，（ m ＋1） n． （16）

将式（16） 代入式（15） ，则式（15） 成为恒等式．令运动的初条件为
      xα（0） ＝ x0α，   （ α＝1，…，（ m ＋1） n．） （17）
将式（17） 代入式（16） 可将一常数，如 c1用 x0α和 cA 表出，于是有

x1 ＝ u（ t，x A ，cA ，x0α） ． （18）
类似于文献［8］，容易证明初值问题（10） 、（17） 的解由式（18） 以及下述［（ m ＋1） n －1］个代数
方程来确定．

∂u∂CA
＝0，   （ A ＝2，…，（ m ＋1） n） （19）

  于是所论高阶非线性非完整系统的解由式（18） 、（19） 和（12） 构成．

3 说明性算例

  例  设力学系统的位形由两个广义坐标 q1、q2来确定，其动能为
T ＝ （ q21 ＋ q22） ／2， （20）

而广义力 Q1 ＝ Q2 ＝0， （21）
系统所受的约束为       f ＝4q22q…2 ＋ q1q…21 －2at2q22 ＝0， （22）
其中 a为常数．试给出此三阶非线性非完整系统的解．
  为解此三阶非线性非完整系统问题，首先，建立形如（10） 的标准方程．Routh 方程（2） 给
出为

q1 ＝2λq1q…1，   q2 ＝4λq22． （23）
由式（23） 第二式解出λ，代入其第一式，有

q…1 ＝2q2， （24）
将式（24） 、（22） 分别对时间 t 求导数，得

q¨̈ ＝2q…2，
4q22 q¨̈2 ＋8q2q…22 ＋ q…31 ＋2q1q…1 q¨̈ 1 －4atq22 －4at2q2q…2 ＝0． （25）

由方程（24） 、（25） ，并利用约束方程（22） ，（25） 我们有
q¨̈1 ＝2q…2，   q¨̈2 ＝－2q2 ＋ at （26）

令      x1 ＝ q1， x2 ＝ q2， x3 ＝ q1， x4 ＝ q2，
x5 ＝ q1， x6 ＝ q2， x7 ＝ q…1， x8 ＝ q…2 （27）

则方程（10） 可写为
   x1 ＝ x3， x2 ＝ x4， x3 ＝ x5， x4 ＝ x6，

x5 ＝ x7， x6 ＝ x8， x7 ＝2x8， x8 ＝－2x6 ＋ at． （28）
其次，用场方法解方程（28） ．令
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x1 ＝ u（ t，x A ） ，   （ A ＝2，…，8） （29）
则基本偏微分方程为

∂u∂t ＋ ∂u∂x2x4 ＋ ∂u∂x3x5 ＋ ∂u∂x4x6 ＋ ∂u∂x5x7 ＋ ∂u∂x6x8
＋ ∂u∂x7（2x8） ＋ ∂u∂x8（ －2x6 ＋ at） － x3 ＝0． （30）

设式（30） 有如下完全解
x1 ＝ u ＝ f1（ t） ＋ ∑8

A＝2
f A （ t） x A ． （31）

将式（31） 代入式（30） ，并比较自由项、含 x A 的项，我们得到

    f
ꆤ
1 ＋ atf8 ＝0，f

ꆤ
2 ＝0，f

ꆤ
3 －1＝0，f

ꆤ
4 ＋ f2 ＝0，

f
ꆤ
5 ＋ f3 ＝0，f

ꆤ
6 ＋ f4 －2f8 ＝0，f

ꆤ
7 ＋ f5 ＝0，f

ꆤ
8 ＋ f6 ＋2f7 ＝0 （32）

积分之，有
  f1＝ c1－ac8［ 1

2tsin 2t ＋ 12cos 2t］ ＋ 1
2ac6［－ 1

2tcos 2t ＋ 12sin 2t］

  ＋ 18at4 ＋ 16a（ c2 ＋2c3） t3 － 14a（ c4 ＋2c5 ＋1） t2，

  f2 ＝ c2， f3 ＝ t ＋ c3， f4 ＝－ c2t ＋ c4，

  f5 ＝－ 12t2 － c3t ＋ c5，

  f6 ＝ 2c8sin 2t ＋ c6cos 2t － 13t3 － c3t2 ＋ （2c5 ＋1） t ＋ 12c2 ＋ c3 －2c7，

  f7 ＝ 16t3 ＋ 12c3t2 － c5t ＋ c7，

  f8 ＝ c8cos 2t － 1
2c6sin 2t － 12t2 － 12（ c2 ＋2c3） t ＋ 12（ c4 ＋2c5 ＋1） ． （33）

其中 cα，（ α＝1，…，8） 为常数．将式（33） 代入式（31） 并利用初值 xα（0） ＝ x0α（ α＝1，…，8） 消去
常数 c1，我们得到

x1 ＝ u ＝ x01 － c2x02 － c3x03 － c4x04 － c5x05 － （ c6 ＋ 12c2 ＋ c3 －2c7） x06 － c7x07

－ （ c8 ＋ 12c4 ＋ c5 ＋ 12） x08 ＋ 12ac8 － ac8［ 1
2tsin 2t ＋ 12cos 2t］ ＋ 1

2ac6

［－ 1
2tcos 2t ＋ 12sin 2t］ ＋ 18at4 ＋ 16a（ c2 ＋2c3） t3 － 14a（ c4 ＋2c5 ＋1） t2

＋ c2x2 ＋ （ t ＋ c3） x3 ＋ （ － c2t ＋ c4） x4 ＋ （ － 12t2 － c3t ＋ c5） x5 ＋ ［ 2c8sin 2t

＋ c6cos 2t － 13t3 － c3t2 ＋ （2c5 ＋1） t ＋ 12c2 ＋ c3 －2c7］x6 ＋ （ 16t3 ＋ 12c3t2 － c5t

＋ c7） x7＋ ［c8cos 2t － 1
2c6sin 2t －12t2－12（ c2＋2c3） t ＋12（ c4＋2c5＋1） ］x8．

（34）
关系式（19） 给出
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  － x02 － 12x06 ＋ 16at3 ＋ x2 － tx4 ＋ 12x6 － 12tx8 ＝0，

  － x03 － x06 ＋ 13at3 ＋ x3 － tx5 ＋ x6 － t2x6 ＋ 12t2x7 － tx8 ＝0，

  － x04 － 12x08 － 14at2 ＋ x4 ＋ 12x8 ＝0，

  － x05 － x08 － 12at2 ＋ x5 ＋2tx6 － tx7 ＋ x8 ＝0，

  － x06 ＋ 1
2a［－ 1

2tcos 2t ＋ 12sin 2t］ ＋ cos 2tx6 － 1
2sin 2tx8 ＝0，

  － x07 ＋2x06 －2x6 ＋ x7 ＝0，

  － x08 ＋ 12a － a［ 1
2tsin 2t ＋ 12cos 2t］

  ＋ 2sin 2tx6 ＋ cos 2tx8 ＝0． （35）
解之，得
  x8 ＝ x08cos 2t － 2sin 2tx06 － 12acos 2t ＋ 12a，

  x7 ＝ x07 －2（1－ cos 2t） x06 ＋ 2sin 2tx08 － 1
2asin 2t ＋ at，

  x6 ＝ x06cos 2t ＋ 1
2sin 2tx08 － 1

2 2asin 2t ＋ 12at，

  x5 ＝ x05 －2（ t － 1
2sin 2t） x06 ＋ tx07 ＋ （1－ cos 2t） x08

－ 12a（1－ cos 2t） ＋ 12at2，

  x4 ＝ x04 ＋ 1
2sin 2tx06 ＋ 12（1－ cos 2t） x08 － 14a（1－ cos 2t） ＋ 14at2，

  x3 ＝ x03 ＋ tx05 － t2x06 ＋ （1－ cos 2t） x06 ＋ 12t2x07

＋ （ t － 1
2sin 2t） x08 － 12a（ t － 1

2sin 2t） ＋ 16at3，

  x2 ＝ x02 ＋ tx04 ＋ 12（1－ cos 2t） x06 ＋ 12（ t － 1
2sin 2t） x08

－ 14a（ t － 1
2sin 2t） ＋ 112at3． （36）

将式（36） 代入式（34） ，我们得到
  x1 ＝ x01 ＋ tx03 ＋ 12t2x05 － 13t3x06 ＋ （ t － 1

2sin 2t） x06 ＋ 16t3x07 ＋ 12t2x08

－ 12（1－ cos 2t） x08 － 14at2 ＋ a4（1－ cos 2t） ＋ 124at4． （37）
式（36） 、（37） 便是方程（28） 的解．
  最后，求原三阶非线性非完整系统的解．运动方程（24） 及约束方程（22） 对初条件的限制
为

      x07 ＝2x06，   4（ x06）2x08 ＋ x05（ x07）2 ＝0． （38）
解得
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x07 ＝2x06，   x08 ＝－ x05． （39）
联合式（36） 、（37） 和（39） ，就得到本问题的解，其中有六个独立常数．
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A Method of Integration for High┐Order
Nonlinear Nonholonomic Systems

Zhang Yi
（ Suzhou Institute of U rban Construction ＆Environmental Protection）

Abstract    T his paper presents a field method for the integration of the equations of
motion of high-order nonlinear nonholonomic systems，and gives an example to
illustrate the application of the results．

Key words Equation of motion；High-order nonholonomic system；Method of integration；
Field method
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