
悬臂裂纹梁的横向振动响应分析

陈梦成  胡宗陵
 

（土木工程系）
  姜 羌

 
（南昌铁路分局）

  摘 要 提出了一种应用线弹簧模型分析裂纹梁固有频率响应的新方法．该方法是建立
在古典的 Euler-Bernoulli梁理论、 现代的模态分析和断裂力学等成就基础上的
综合性方法．利用该方法导出了悬臂裂纹梁振动的特征方程，求解这个方程，建
立了固有频率与裂纹位置、长度间关系．本文的计算结果与现有结果基本一致．
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0 引  言

  众所周知，任何结构都会因其局部损伤或缺陷的存在而引起其弹性特性变化，在动态或
稳态的载荷作用下，这种变化变得尤为明显．梁是一个重要的基本构件，因此，研究裂纹梁的动
态响应，无疑对了解其它裂纹构件的动态现象有着重要的指导意义．
  研究裂纹对梁的动态响应的影响，目前主要有解析法和数值法两种方法．本文采用解析
法来研究．在过去采用解析法中，用得最多的模型是扭转弹簧模型，该模型最初是由 Chondros
和 Dimarogonas［1］ 提出的，以后，陆续有些学者相继使用这个模型（沈和唐［2］、Arauj Gomes 和
Montalvao E Silva［3］） ．这里需指出，该模型只涉及到单一荷载——弯矩．而对于有复合荷载作
用，如有弯矩、剪力甚至于轴力作用，此时，该模型并不适用．这就需要人们重新建立在复合荷
载作用下的解析模型．本文正是基于这种动机，试图提出适合复合荷载作用的解析模型．在解
析法中，除上述的扭转弹簧模型外，还有人使用过 Laplace变换法［4］，摄动法［5］ 以及变分法［6］．
  本文采用断裂力学中常用的一种评价裂纹应力强度因子的近似线弹簧模型方法，提出一
个在复合荷载作用下，裂纹梁的振动响应分析的解析模型．线弹簧模型最初是由 Rice 和
Levy［7］提出的．为了使其适应于本文横向振动问题的研究，我们需要对Rice和 Levy的线弹簧
模型作一些修正，然后，再利用修正的模型，导出悬臂裂纹梁振动响应的特征方程，求解此方
程，确定固有频率，并与现有结果作一比较．

1 分析原理

1．1 Rice—Levy 模型
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  Rice—Levy 模型（本文简称为 RL 模型） 为线弹簧模型，它是被用来构造表面裂纹问题的
解析模型．图1描绘了 RL 模型的基本构件部分．模型假定：（1） 表面裂纹为贯穿裂纹，其长度
等于表面裂纹长；（2） 韧带效应用直接作用于此贯穿裂纹面上的闭合力和弯矩来替代，这些力
和弯矩通过柔度系数与韧带变形发生关系，犹如韧带是由一组“弹簧”联接而成．很明显，这组
“弹簧”应是无质量、无长度．

图1 R—L 模型基本构成

1．2 修正的 RL 模型及其分析
原理

  为了能够使 RL 模型适用于
本文的裂纹梁横向振动问题的研

究，需要对原有的 RL 模型作一
些修正．图2给出了修正的线弹
簧模型基本构成及其作用其上的

相关力和作用方向．
  由于线弹簧模型长度为零，
故其两侧具有同一 x 坐标值，作
用在线弹簧模型上内力将有

M1 ＝ M2 ＝ M， （1）
Q1 ＝ Q2 ＝ Q． （2）

  由于在零长度的线弹簧模
型内，作用在其上的剪力 Q 和弯

（ a） 横向荷载作用的裂纹梁       （ b） 修正的线弹簧模型
图2

矩 M 不产生相互影响，故作用线弹簧模型上的力与变形的关系，由 Hooke定律得
M ＝ 1

λmmθ， （3）
Q ＝ 1

λqqy， （4）
  其中转角θ和挠度 y 分别为线弹簧模型两侧的转角差与挠度差，即θ＝ θ2 — θ1；y ＝ y2 —
y1；λmm 和λqq 分别为由弯矩 M 和剪力 Q 产生的柔度系数．根据能量释放定律，有

GM ＝ K2
ⅠM

E ＝ M2
2B

dλmmda ， （5）
GQ ＝ K2

ⅡQ

E ＝ Q2
2B

dλqqda ． （6）
对式（5） 、（6） 两边积分后
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λmm ＝2B
E∫a

0
K ⅠM

M
2da （7）

λqq ＝2B
E∫a

0
K ⅡQ

Q
2da． （8）

其中E为弹性模量，B为裂纹梁厚度，a为裂纹的长度．K ⅠM是由弯矩M 产生的应力强度因子，
K ⅡQ 为剪力 Q 引起的应力强度因子，它们分别与裂纹结构的几何形状系数有关，写成

K ⅠM ＝6M πaFM （ ξ） ／（ W2 ꆤB ） ，  0≤ ξ＜0．6 （9）
FM （ ξ） ＝ （ 2πξ） tg （ πξ2） ｛0．923＋0．199［1— sin（ πξ2） ］4｝／cos（ πξ2） ，

K ⅡQ ＝ Q ꆤFQ（ ξ） ／（ B ꆤ W — a） ，  0≤ ξ＜1 （10）
FQ（ ξ） ＝1．999ξ＋4．513ξ2 —9．516ξ3 ＋4．482ξ4．

其中ξ＝ a／W，W 是裂纹梁的宽度．式（9） 是由 T ada等人［8］给出的，而式（10） 则是由 T harp［9］

得到的．
1．3 裂纹梁的振型
  图3（ a） 所示的自由体梁，根据 Emler-Bernoulli梁，则其作自由振动的运动方程为

EI ＝ ∂4y （ x t）∂x4 ＋ ρA ∂2y （ x t）∂t2 ＝0 （11）

（ a）           （ b）
图3 各种梁结构图

其中EI 为抗弯刚度，ρ为梁的
质量密度，A 为梁的横截面面
积．利用模态分析求和规则，
式（11） 的解可表为
y （ x t） ＝∑

n＝1
Y n（ x ） exp（ iωnt）

（12）
式中 Y n（ x ） 是第 n 阶振型，ωn

是第 n 阶固有圆频率．将式
（12） 代入式（11） 得
          d4Y n（ x ）dx4 — λ4nY n（ x ） ＝0， （13）
其中 λ4n ＝ ρA ω2n

EI ． （14）
式（13） 的通解为

Y n（ β） ＝ A ncoshλnLβ＋ B nsinhλnLβ＋ CncosλnLβ＋ D nsinλnLβ， （15）
式中A n、B n、Cn、D n是由边界条件确定的常数，β＝ x

L ，L 为裂纹梁的长度．线弹簧模型将裂纹梁
分为两部分，则相应于每部分的振型由式（15） 可分别表示为
Y n1（ β） ＝ A n1coshλnLβ＋ B n1sinhλnLβ＋ Cn1cosλnLβ＋ D n1sinλnLβ， 0≤ β≤ L c／L （16）
Y n2（ β） ＝ A n2coshλnLβ＋ B n2sinhλnLβ＋ Cn2cosλnLβ＋ D n2sinλnLβ， L c／L ≤ β＜1． （17）
其中 A n1、B n1、Cn1、D n1和 A n2、B n2、Cn2、D n2可分别由边界条件和连接条件确定．L c表示裂纹沿梁

的位置，如图3（ b） 所示．
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2 应用举例

  为了验证本文方法的精度和收敛性，我们考察了悬臂裂纹梁的固有频率响应变化情况．
为便于比较分析，我们还将给出 Gudmundson 的实验结果［5］．

图4 悬臂裂纹梁

  由图4所示悬臂裂纹梁的几何图形知，裂纹梁的边界条
件为

Y n1（0） ＝0，  Y n`1（0） ＝0，  β＝0． （18）
Y″n2（1） ＝0，  Y●n2（1） ＝0，  β＝1． （19）

  裂纹处的连接条件，由式（1） ～ （4） ，分别有
Y″n1（ βc） ＝ Y″n2（ βc） ，
Y●n1（ βc） ＝ Y●n2（ βc） ，  βc ＝ L c／L． （20）

和     Y′n2（ βc） — Y′n1（ βc） ＝ λmmEIY″n1（ βc） ，
     Y n2（ βc） — Y n1（ βc） ＝ λqqEIY●n1（ βc） ． （21）
由式（18） ～ （21） ，可得特征方程
               λqqEIY●n1（ βc） ＋ λmmEIY″n1（ βc） ＝

      2（ B1 — B2 ＋ F1） ＋ λnEI 〔λqqλ2n（ B2 — B3） F2 ＋ λmm（ B1 — B2） F3〕
2（ B1 — E2） ＋ λnEI （ λqqλ2nB2F2 ＋ λmmB1F3） ． （22）

进而，可确定悬臂裂纹梁的固有频率．式中的所有新的变量定义请参看附录．
  由式（22） 得到的解与Gudmundson的结果［5］进行比较，图5描绘了不同裂纹长度对应于

注：f1c 有裂纹悬臂梁的第一固有频率；f10无裂纹悬臂梁的第一固有频率
图5 裂纹位置与固有频率

三个不同裂纹位置时，悬臂裂纹梁的第一固有频率响应变化情况，从中看出，两者结果基本一
致，而且随裂纹位置离固定端的距离增加，裂纹对固有频率的影响减弱．
  图6表明同一裂纹位置，不同阶固有频率的变化情况，它也说明两者结果基本一致，而且
对同一裂纹而言，随着固有频率阶数的增加，裂纹对固有频率的影响减弱．
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图6 裂纹位置与第四固有频率

3 结束语

  本文讨论了一种以线弹簧模型为基础的分析裂纹梁动
态响应的新方法．该方法可扩展到其它边界条件的裂纹结
构中，请参看文献［10］．
  通过对悬臂梁的分析，我们可得三个有用结论：
  （1） 裂纹越长，其对固有频率的影响越大；
  （2） 固有频率的阶数愈高，裂纹对其的影响越小；
  （3） 随着裂纹位置距固定端距离增加，裂纹对固有频率
的影响减弱．
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An Analysis of Horizontal Dynamic Responses of
Vibrations for a Cracked Cantilever

Chen Mengcheng Hu Zonglin
（ Department of Civil Engineering）   

Jiang Qiang
（ Nanchang Railw ay Branch Burean）

Abstract    In this paper a new method was proposed to analysis the natural frequency
responses of cracked beams by using Line-Spring model．T he method was a
comprebensive one based on the classical Euler-Bernoulli beam theory，modern
modal analysis and fracture mechanics．A charactristic equation for a cracked
cantilever w as derived by means of method．T he relationships betw een the nat-
ural frequency and the crack position or crack length by solving the cquation，
the present results obtained are in exiellent agreement w ith available results．

Key words Cracked contilever；Line-spring model；Natural frequency

附  录
  A1 ＝ sinhλnL ꆤsinλnL，  A2 ＝ coshλnL ꆤcosλnL，  A3 ＝ sinhλnL ꆤcosλnL，  A4 ＝ coshλnL ꆤsinλnL，
  B1 ＝ sinhλnLβc ＋ sinλnLβc，  B2 ＝ coshλnLβc ＋ cosλnLβc，  B3 ＝ sinhλnLβc — sinλnLβc，
  C1 ＝ coshλnLβc — sinλnLβc，  C2 ＝ cosλnLβc ＋ sinλnLβc，  C3 ＝ sinλnLβc — cosλnLβc，
  D1 ＝ sinhλnLβcsinλnLβc ＋ coshλnLβccosλnLβc，  D2 ＝ sinhλnLβcsinλnLβc — coshλnLβccosλnLβc，
  D3 ＝ sinhλnLβccosλnLβc — coshλnLβcsinλnLβc，  D4 ＝ coshλnLβcsinλnLβc ＋ sinhλnLβccosλnLβc，
  E1 ＝ coshλnLβc — （ A2 — A1） cosλnLβc — （ A3 ＋ A4） sinλnLβc，
  E2 ＝ sinλnLβc — （ A3 — A4） cosλnLβc — （ A1 ＋ A2） sinλnLβc，
  F1 ＝ C1 ＋ （ A1 — A4） C2 ＋ （ A2 — A1） C3，
  F2 ＝1＋ A1D1 ＋ A2D2 ＋ A3D3 — A4D4，  F3 ＝ A1D4 — A2D3 — A3D2 — A4D1．
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