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工程反分析问题及其应用
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本 文综述 了工程上常用的三种反分析方法
�

直接法
、

逆解法和对偶边界法
，

介绍

了每种方法的原理 和计算步骤
�

计茸结果显示
，

对偶边界法具有较 高的分析精

度
�

在待识别参数较 少的情况下
，
三种方法给 出 了同样的结果

�

但在待识别参数

较 多的情况下
，

直接法和逆解法精度较差
，

在某些情况下芒至 不收敛
�

反分析 �直接法
�
送解法

�对偶边界法

����

� 己�
�

生，
，� �� � ‘二�

在岩土工程中
，

充分了解工程的地质性质是十分重要的
，

为了掌握工程的地质性质
，

通常

的作法是进行现场试验
，

再辅助于理论分析
，

综合两方面的数据即可获得所需的结果
，

对于 已

知某些数据
�

例如位移
，

应力和速度�这些数据可通过实验得到�
，

寻求所研究问题的材料性质
，

类似于这样的问题称为反分析问题
�

反分析是对应于一般意义下已知问题的材料性质和外力

求位移
、

应力这种正常分析而言的
�

工程反分析问题包含的范围很广
�

在讨论它的分类以

前
，

先来看看一般意义下的正分析
�

如图 �
�

求解一个问题的

未知量巾必须具备以下条件
���� 给定的区域 习及相应的边

界 ����� 给定问题的控制方程
���� 未知变量和相应各阶导

数的边界条件或初始条件
���� 外荷载

���� 材料系数
�

如果上述条件缺少任何一个
，

正分析则无法进行
�

反分

析是在某些附加条件下反求上述条件中的部分量
�

根据所

求量的不同
�

反分析可分为
���� 区域反分析

���� 控制方程

反 分析
���� 边界条件或初始条件反分析

���� 外荷载反分

析
���� 材料参数反分析

�

图 � 正分析问题

由于岩土工程中的问题常常涉及非均匀介质
�

材料性质在大多数情况下也是未知的
�

因

此
�

反分析方法在岩土工程中起着重要的作用
�

根据岩土工程问题的特点
�

材料性质的识别是

反分析中的重点
�
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目前
，

材料性质反分析共有三类
，

分别是直接法
，

逆解法和对偶边界法
�

� 直接法

直接法具有如下三个特点
�
一是材料参数隐式地包含在有限乓方程中

�二是误差函数为

测量位移与计算位移的泛函
，三是在反分析过程中必须求解有限元方程

·

��� 误差函数取为

� � �“ 一 石���� 一 云���
，

���

其中
，�
为计算值

，
石为测�值

�

利用 ������ 级数
，

可将第奋� �次迭代时的误差函数用第 �次迭代已知值表示成
��，一�

一
�，·
��

�寄�“
，，
�

告�令�
‘ �‘，·，�，

���

令 。 ���� ’
�分���

，

即由次斋下
一 �则得到

�令�“
，。

一�霉�
·

���

利用��� 式可得

、、了诊、声�
�
�阮」矛�、了‘、彻 �玉 、� ，

�
、

二， � �二， � 气� 一 �少�

叩 、叩 ，

面一��’
�

玉一��
一一而一���

其中
，

在推导���

式
�

将���
、

���

� � ，

�一
，

� 护“ � 、

二 � �
、 �

一一 � 一
、 ， ， 。

一� 。 �
���

� 、 ， �

两盯
，
用到 ���飞 � �，达足囚刀水解 “

阴 �匕� 困万性足用一移「������近似
口尸

�

式代入��� 式中
，

得到求解 �尹 的第 �十 �次迭代方程为

�霏���纂�
、 ‘，孟 一
�纂��

�‘
一

�
·

��� 有限元方程

上式两边对 �求导
，

则有

����� � �

���

���

霏�一
‘ 一

�器
·

�
，

���

���计算步骤 选择初值 ��

���由���式求得位移
。 �

‘�，根据 ‘��式计算�奥�
�

、

一 ��
、

一 �
‘ ，

一�助�
’

���由���式计算 ��
二�

���计算 �
去� ’
� �

盛
� ��

‘ � � ‘� ‘ � �盖 � ��
‘ �

判别计算是否收敛

收敛
，

计算结束
�否则转步骤���

�

���
去� ‘

一 �‘
��

���
士� ，
��

� 。 ，

若

� 逆解法

逆解法由��������
，
�盯��� 等「‘ 首次提出

，

该方法具有如下三个特点
�

一是材料参数显式
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、、夕、，夕、声、夕、产�、�产、工��口�
���目�口连‘亡」了

、�几���二�上�且��

了气了、�矛、了�了�、矛‘、

地表示在 ��� 方程中 ，二是误差函数基于最小二乘法 �三是不需要求解有限元方程
�

在弹性力学问题中
，

弹性矩阵可表示为

� � ��
�
� ��‘ �

其中
，
� 为体积模量 �� 为剪切模量 �

��
、

�
�

为已知的系数矩阵
�

有限元方程可写成

���
�
� ����� � �

�

其中
，“ � �价 。 ��

了 ，“ �
为测量值

， ，�
为未知量

�

将���� 式写成分块形式
，

则有

�
�里】 花��

�丁
“ 】

工
一
才
��

工
，

���� ������
�
� ��

�
�

从上述方程第 �式解出 。 �，
回代到第 �式

，

得到

��
�� 一 ����云

�
����“ � � �� 一 ����云

‘��，

其中 �。 ���忍� ��另
�

��
，
�二 �

，
��

将 ��
�
� ��聂���乳

，
棍

�
� ��聂���孟代入����式中

，
则得到如下形式的方程

��二 �� 一 �尸�

其中
� � � ���聂一 ��聂�

����乳一 ��孟�
���� �� �� ��

� � � � ����云，�

利用最小二乘法建立误差函数

由

得到

�
，，， 。 ， � 。 。 、 ， ， ， ， �

” ， 。 ” 、

�
�

石
甲

叹�厂 一 厂 �
十 七尸 口

一

��� 一 厂 �
十 ‘ 尸口一，���

·

石

� 俨��尸 一 ��
� ��

�
�� ���一��

俨�� � 俨��
�
一 �尸�

�
�

逆解法求解步骤如下

���选择初值 �
��

���计算 �
，
��

���根据����式计算 �
，�

第 �次计算格式为

���判别计算是否收敛

�����沪
‘� ’
� �����

�
一 �����

‘ ·

���
‘� ’
��

� ‘

� 对偶边界解法

·

考察区域为口边界为
一

�的弹性问题
，

如图 �所示
�

给定面力的边界几 两部分
�

对于线弹性问题
，

控制方程为

甲
· 口 � � 动 �� �

口

边界条件
� “ 一 应

叮” � 矛 ��

边界 �又可分为给定位移的边界�� 和

�� � �
，
�

，
��

几

��

����

����

����
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��

其中
� 。 为应力张量

� “ 为位移矢量 � 。
为边界外法线矢量

�

物理方程
口 � �� ����

其中
� ￡ � ��甲

� �� �甲
“ �了」��

�

����

在对偶边界解法中
，

为了识别材料参数��� 为弹性模量公

和泊松比 。 �
·

采用如下办法
�

在边界 �� 上施加一给定位移 认 ，

同时观察 几
·

�几 为 �
�

的子域�上对应的面力万
�或者反过来

， 、

在边界 �
。

上施加一给定面力牙
，

同时观察 几
，

�几
，

为 �
。

的子

域 �上对应的位移 万
�

如图 �所示
�

上述条件可表示为
�

“ � 云 �，，
几

�

� 几 ����

山， � 了 ��，
几

‘

仁 几
�

����

�

利用
�

�二述附加条件
，

即可建立识别材料参数 �的方程
�

���� 式至 ���� 式等价于下列虚功方程

图 � 对偶边界法解反分析问题

「 、 �八 �
，·“ ‘ � �

��
� �￡�“ 一 � 一 � 。

� “ �几
����

引入插值函数
�

可将域内任一点的位移用结点位移表示成

� 二 �“ ����

将上式代入 ���� 式
，

并利用物理方程
，

则得到有限元方程如下

����� 一 �
�

����

其中
� 、 一

丁
。 �了

�

��，���“ � �

���� 式和���� 式用矩阵表示如下

一
�
�

丫 ，��
�

� �
’ �

�
�� � 石

�

����

�
了
记尸 � 了 ����

户

�
�

一一��

其中
，
�

�

和 �
，

为对角矩阵
�

冲

例如
�

当第 �个结点为位移观察值
�

第�个结点方面力观察值时
�

则

行�
少

第

，��������…
�

����厂�
�

�
���泊

一一�行第

加�����
�，川囚

�

�

�不����������������

一一�有

式 ��� �可改写为

利用 ������ 级数
�

可将第 �� �

尹
一 ’
� 伞

走
� ���

止

令 少
去一 ’

一 �
�

得到

少 一 ����� 一 � 共 � ����

次迭代时的误差函数用第 �次迭代时的已知值表示为
，

一
‘ �

�
�

水
�去

� �

一 �。 才· “

十 卜不…“ ���
“ ·

� 〔
��， �

����

� ��
‘ ��“

冷

同理可将 ����
、
����

���
户

十 嘿
。

�
‘
�户

� 一 ，
一

二 �，凌
��

去

�

甲 尹

����

式写成迭了
一

七格式

�
�

�“
去
� 万 一 �

。 ‘，‘
����
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及�尸 �

将���� � ���� 式合写在一起
，

得到

���

了 一 况�
盛

����

����

碱����������
、

一一�
�
��广�一 �

函陌

万
“

�
�
�� ‘

�

� �
� ‘一 ’ 一 � ‘

�� 一
�
��

’

�
一
�
�“ ‘

一 尸

���
之

� ��卜
，
一 �

�

�止 一 ���
二��盛

万一 �
��几

了 一 �，�‘ �︵���凡

��‘�

�
�

广

区卜卜�

中�其�一︸

由于 ����式是一超定线性方程组
，

我们改求如下形式的普通方程组

����� � �了�

上式即为对偶边界法识别材料参数 户的迭代方程
，

在迭代步 �中
，

引入线性搜索法
�

为此定义

����

�����
�一

�
黔

。 一 动
了�。 一 动 � 孚�� 一两

丁

�� 一两 一 生�
乙 石

— — “
�

�
，

月� — 叹� 一 �
。 ���

����

其中
��� ， 镇 �为给定的常数

� �� 。 《 �为罚常数
�

����式中的最后三项是为了使 �� �
，
�� � � �

�

�
�

�
一 、 � 和 �� 一 �

�

��� 定义如下
� �

� �
，

� 一 �。

再引入 矿 耐

向题转化成寻求 又
，

使

采用线性搜索法
，

牌

� ��

一 �����

� �
，

� �
�

����

���
盛
� 孟矿�分���

，，，
�呀似表示成

����

����

���
‘
� 又犷 、

一 ��，，
�� �契�

‘�， � 鲁�架�
‘ 、��，���，�

�

��� 声 ‘ ��� �

����

� �
，

得到
�塑
���

�

��� 、 全 二

�一��一 】 旷、
� ����

八 — —
�

二
� ����

�矿��矿

可由���� 式计算得到
气一���一�

些�
‘
� 门 一 。 ，、

��� “ 一
‘

��
“
而 一

� �� 、 ‘ �

�一 �� 古 ��
� 几��丁 � 十 田�户 �尸 一 户 下了

��� 、 �� ��

���厅犷，��、夕‘����，几、
�

，

�召、胜�，百�，尹
阴一�

��一��
于�����矛‘、‘

些以电由其

� ��
￡ ��

� ��

一 — 万戈 一

十� ��

�� � ��口 一 �
�

���

￡ ��
����

��
�
� 、 ‘ � 、

��� �� 、 止
�

��� ��
��，写

�

� � 吸�一 田川 下丁
�
了下 � 十 田�甲�

�

丁 �

下丁
、 ��一

产 、 �� ��� 、 �� ��
����

�、
一 了�� 、 ‘

�
、

�
、 ， � 、

�
�

、 ，、

� �
�

上式甲
，
�了二� 叫通过水解 吸��� 式得���

·

、 ��，

一旦获得了 材
，

即可求得 �
‘ 一 ‘

对
一 ’
�

���
奋一 ‘

对 � 几矿 ����

对偶边界法的收敛准则可选择为

��
�卜

’ 一 �盛

��
��

“ ‘ 一 ’
�广

镇 �，�
一 �介

�
止一 � 簇 气 � 业共共军业 ‘ �， ，

���
一 ‘

��
����
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其中
，
��

。 �，。 �， 。 � 《 �为给定的精度
�

���� 式中的范数为平方范数 ��
�
��一 ��

·

��
‘���

� 算 例

�
�

� 一维析架问题
考察一维衍架问题

，

如图 �所示
�

在结点 �处施加一外力 亡� ��
‘
��相当于边界 ���

，

同时

在结点 �处观测到位移 万� � 。 �

��
�

结点 �为固定边界
，

但力是未知的
�

因此
，

仅有边界条件

����
�

这时 �� � ��

由����
、
����式可得

、�，���
︸

���
���

﹁

�
�������������

�一�一幼�
一

�一��一�

一

厂�

��
��������

�

�

工
�

鲜 一
����竺�

�

�
�

�一 矛�
�弋

�

沁么
�

� � 》一
鱼��

�宝� � ��

�」一

�
，����������
‘

�

十

、畏卜�
户几，

月
奋盆

������破���

，门��������门
��曰

旦�丝�
一

�一��一�

一

�

�
�

�������

〔洲摄�
一

����
一

�火璐
其中

，
�“ �� ��

。 。 一

�
�

哆

为单元的长度
�

由于不计����式
，
则有

������
，
� � 一 ������

�
�

���
，���� 一 ��

�
�

一 ������
， ������

， ���
，�， ���

� ����

��
�
���

， 一 ���� ���
，�一 ���� ，�� ���

，���釜一 ��
���� ��轰

�

�
�

‘ � ， 。 ，， 、 ， ， 。 � � 。 � 、 ， 二 � �

一二�十 气乙�‘ �
一 、 一 ‘ “ � ，� �“ �， 下 “ � “ �

�

�
‘ ， 。 ，， 、 ， ， 。

了�十 �乙�‘ ，一 、 ��，
一 ” �，少

令
，���

一
，一 “ ‘�‘��，一 �� ���� ��，

几�
�
卜
‘

一一�了

上述各表达式中为了叙述简洁
，

忽略上指标 ��

�以润成� ��马
�

口��匕

，��
���

寿
摊

�

�����口口������������冈冈少少
少少����习习少少 义义丫����阅阅叼叼【���
��������������������������
����� 习习��� ������ 习习叼叼����
飞飞飞丫丫������������������
了了了入入厂厂以以������刀刀习习

图 � 一维朽架问题 图 � 单层地基识别弹性模量
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表 � 一维析架识别弹性模量

边界法偶对
直接法逆解法真值

初值始

计算中
，

各初始值选择为

�
�
� �

�

����
，�贾� 一 �

�

��
，�
呈� 一 �

�

���
·

���� 式的收敛精度为
。 ， 一 。 � � �

�

��
�

计算结果见表 �
�

其中还给出了与直接

解法和逆解法的比较
�

在这个简单的例子中
，

三种算法无明显的差别
，

乐 � 单层地基识别弹性模�

考察各向同性的弹性地基
，

如图�所示
�

地基表面边界 ��为面力边界 尸
。 ，
��的中央

作用有一集中力 ��‘�
�

观测结点 �到结点 �

的位移为
� 一
� � �

� �
�

����
，�� � ��

� �
�

����
，

�，
� � ‘

� 一 ��
�

����
，�� � �� � 一 ��

�

����
�

同样采用两种方法识别弹性模量
，

计算结果

见表 么

�
�

� 单层地基弹性模�和泊松比的识别

计算模型同 �
�

�中的问题
，

但是在这

个例子中我们同时识别弹性模量和泊松

比
�

计算结果示于表 �
�

其中直接解法指采

用先识别 �
，

待计算收敛后
，

再识别 产
�

在

这个例子中
，

我们看到
，

逆解法和直接解法

在达到最大迭代次数 �� 次后
，

仍未收敛
�

弹性模量 ����
�� �

�

�

迭代次数

�
�

� �
�

� �
。

� �
。

�

表 � 单层地基弹性模量的识别

边界法
对偶

直接法逆解法真值
初始值

弹性模量 ������ �
·

�

迭代次数

�
�

� �
。

�

� � �

表 � 单层地基弹性模量和泊松比的识别

边界法对偶
直接法逆解法真值

初始值

弹性模量 ������

泊松比 产

迭代次数

�
�

�

�
�

�

�
�

� �
�

��� �
�

���

�
�

� �
�

��� �
。

���

�� ��

�
�

�

�
。

�

仁 � �����

产
�

司�

气
�，

�

�护�

汽
‘ 。 ，

� ��
�

�曦翻，�

气
’ 。 之

��
�

� 多层地基弹性模�和泊松比的识别 声犷

考察三层边坡开挖问题
，

需要分别确

����
户户

少万万
�������

，�

�币币
，，，
�

，，

少少�
产产

乡���扮茄茄
扮扮丫丫

尸

扮�����几几

定各层的弹性模量和泊松比
�

计算模型如

图 �所示
�

在边界 �� �
，

作用有因开挖而

产生的分布荷载
，

同时观察到各点的位移

为

�� � 一 �
�

�����
，� �

� �
�

����
，

�� 一 �
�

�����
，�� 一 �

�

����
，

�� � �
�

�����
，� ‘

一 �
�

�����
，

� ‘
一 �

�

�����
，�‘， � �

�

�����
，

�� � �
�

�����
�

计算结果示于表 �
�

从表中可以再一次看

出
，

对偶边界法具有较好的精度
�

图 � 多层地基弹性模量和泊松比的识别

表 � 多层地基弹性模量和泊松比的识别

初始值 真值 ������ ��
�

对偶边界法

弹性模量 �，���
��

泊松比 约

迭代次数
弹性模量 ��

�����

泊松比 脚

迭代次数

弹性模量 �
，
���

��

泊松比 为

迭代次数

�
。

�

�
�

�

�
。

�

�
�

�

�
�

习

�
�

��

��

�
。

�

�
。

�

�
�

�

�
。

� �
，
��

��

�
。

�

�
。

�

�
�

�

�
�

�

�
�

� �
�

�

�
�

� �
�

��

��

�
。

�

�
�

�
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� 结 论

本文论述了工程上常用的三种反分析方法
，

即直接法
、

逆解法和对偶边界法
�

从给出的算

例中可以看到
�

对偶边界法具有较高的分析精度
�

在待识别参数少的情况下
，

三种方法给出了

同样的结果
·

由于直接法和逆解法算法简单
，

可考虑选择这两种方法
·

但在待识别参数较多的

情况下
，

直接法和逆解法精度较差
，

在某些情况下甚至不收敛
，

这时宜选用对娜边界法
·
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