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设线弹簧模型上
，

有
�
个广义为 ��，

尸� ，… ，

��

作用
，

如图 �所示
�

荷载 尸�

作用点处与 尸‘
相

应的广义位移用
� ‘
表示

�

根据叠加原理
，

线弹簧上

的位移与荷载关系
，

可表示为

。 ‘
� 习凡�

， �，� �
，
�

，
�

，… ，�� ���

�� �

另外
，

由位移互等定理有

凡 � 心

这里影响系数 入
，�或 凡

‘
�为线弹簧的柔度

�

它们取决

于裂纹体的几何形状和裂纹尺寸的大小
�

其中
，
凡为

关于荷载 尸‘
与其相应的广义位移 “ ‘

的线弹簧柔度 �

礼或凡
、
为关于荷载 �

‘
与相应于其他荷载 尸，

的广义位移 � ‘
的柔度

�

入
‘
称为自相关柔度

�入，
或彻

称为他相关柔度
�

此时
，

线弹簧内储存的变形能为

� 一

合客
尸，‘

一

音客客
尸‘�，‘

·

���

假定裂纹沿着裂纹尖端方向扩展微面积 �� �裂纹扩展长度与裂纹体厚度之积�
，

那么
，

引

起的线弹簧位移变化�韧带宽度减少�为

��
‘

习��户入
，� 弋��

，�� ���

相应地
，

线弹簧中所储存的变形能改变量�减少�
，

可由式���微分得到

�石 石
， 。 。 ， 、 � 、 。 � 。 � ， ， �

�
、

�� 一 百白自
��‘�，�人，十 入

·
厂

‘�厂
，
十 人，�，。 厂‘ ” ���

裂纹扩展 �� 时
，

线弹簧所释放出的能量为外力所做的功与储存变形能的改变量之代数和
，

即

“ 一

客
尸月
一

‘� 一

告客客
尸尹��‘ ，·

���

又由文献 【�〕知 ，

裂纹扩展 �� 所需要的能量与裂纹尖端附近应力强度因子有关
，

即

�� 一 〔

丫二 �

����
�

分
、孙

这里 �
� 、

�
� 、

�
�

分别为 � 型
、
� 型

、
� 型应力强度因子 �。 为 �������

力状态时
，�取为零 �� 是 ����� 氏摸量

，
� 为剪变模量

�

令式���和式���相等
，

则有

���

比
，

裂纹尖端为平面应

‘� 一
合客客

�‘�月凡 一 〔

丫 、 ��
、 ��
分

‘孙
·

���

因此
，

裂纹扩展 �� 时
，

线弹簧的能量释放率 否为

二 ��
� 一

布一万 �
��� 合客熟

几
袋

一

宁
‘二 � �、 ��

矗
�‘

���

当仅有单一荷载 �或弯矩�作用�
� � �� 时

，

有 �
�
一 �一

。 ，

则式���可简化为众所熟知的

关系式



华 东 文 通 大 学 学 报 ����年

设线弹簧模型上
，

有
�
个广义为 ��，

尸� ，… ，

��

作用
，

如图 �所示
�

荷载 尸�

作用点处与 尸‘
相

应的广义位移用
� ‘
表示

�

根据叠加原理
，

线弹簧上

的位移与荷载关系
，

可表示为

。 ‘
� 习凡�

， �，� �
，
�

，
�

，… ，�� ���

�� �

另外
，

由位移互等定理有

凡 � 心

这里影响系数 入
，�或 凡

‘
�为线弹簧的柔度

�

它们取决

于裂纹体的几何形状和裂纹尺寸的大小
�

其中
，
凡为

关于荷载 尸‘
与其相应的广义位移 “ ‘

的线弹簧柔度 �

礼或凡
、
为关于荷载 �

‘
与相应于其他荷载 尸，

的广义位移 � ‘
的柔度

�

入
‘
称为自相关柔度

�入，
或彻

称为他相关柔度
�

此时
，

线弹簧内储存的变形能为

� 一

合客
尸，‘

一

音客客
尸‘�，‘

·

���

假定裂纹沿着裂纹尖端方向扩展微面积 �� �裂纹扩展长度与裂纹体厚度之积�
，

那么
，

引

起的线弹簧位移变化�韧带宽度减少�为

��
‘

习��户入
，� 弋��

，�� ���

相应地
，

线弹簧中所储存的变形能改变量�减少�
，

可由式���微分得到

�石 石
， 。 。 ， 、 � 、 。 � 。 � ， ， �

�
、

�� 一 百白自
��‘�，�人，十 入

·
厂

‘�厂
，
十 人，�，。 厂‘ ” ���

裂纹扩展 �� 时
，

线弹簧所释放出的能量为外力所做的功与储存变形能的改变量之代数和
，

即

“ 一

客
尸月
一

‘� 一

告客客
尸尹��‘ ，·

���

又由文献 【�〕知 ，

裂纹扩展 �� 所需要的能量与裂纹尖端附近应力强度因子有关
，

即

�� 一 〔

丫二 �

����
�

分
、孙

这里 �
� 、

�
� 、

�
�

分别为 � 型
、
� 型

、
� 型应力强度因子 �。 为 �������

力状态时
，�取为零 �� 是 ����� 氏摸量

，
� 为剪变模量

�

令式���和式���相等
，

则有

���

比
，

裂纹尖端为平面应

‘� 一
合客客

�‘�月凡 一 〔

丫 、 ��
、 ��
分

‘孙
·

���

因此
，

裂纹扩展 �� 时
，

线弹簧的能量释放率 否为

二 ��
� 一

布一万 �
��� 合客熟

几
袋

一

宁
‘二 � �、 ��

矗
�‘

���

当仅有单一荷载 �或弯矩�作用�
� � �� 时

，

有 �
�
一 �一

。 ，

则式���可简化为众所熟知的

关系式



华 东 交 通 大 学 学 报 ����年

由式 ����和表�给定的值
，

可分别得到三种简单荷载作用下线弹簧的柔度

又，， 不

又材材 �

����一 口��

� 且
�

， ‘ �

二
一长二 �

‘
�“

�少
����

里丝�二
一甲

竺竺户
。
朴，

� �
�、 ‘

�
���� ����

喃
���� � 一 少�

� 卫
�

一。

���� ����

� 简单应用举例

本文通过两个简单实例
· ，

以说明线弹簧柔度的正确性
，

例� 受轴向拉伸时含有中心穿透裂纹的无限长窄板条
，

如图�所

不
�

在裂纹处引入线弹簧摸型
，

通过受力分析
，

其模式可看作是表�中

���和 ���两种情况的组合
�

由式���知
，

线弹簧的位移有
� 二 凡

，，�� � 又，
，
月
�

夕� 又材，� 十 又、 仰�

该式与 ���� 和 ����
，‘ 所得的结果完全一致

�

孙
。 、

如� 已分别由式����
、

����给出
�

又，
，、 � 又�。

可由式����求得
�

即

又�
，
材 � 又�� �

����一 ���

� ��
�兰
�

�
， 。 � �

�

一�士二 ��“

似
����

例� 在集中力 � 和 � 作用下
，

含有裂纹的简支梁
，

如图�所示
�

在裂纹处引入线弹簧模型后
，

其模式可看做是表�中的���
、

���和

�。 �三种情况的组 合
�

同样
，

线弹簧模型位移可由

式���得到

图�

� � 凡
。

� � 瓜，
� � 又心�

�

� 下
’

�
�

�

尸呼
叫

月— 二奋�—
·

—
·

— 卜一闷卜�
夕� 几，，

� 十 几，
，
� � 几。 ��

，

���� �
，

�
� 通 �

� 一 灿� � 场尸 十 鲡�� 吞
’

去
式中 几�

，
�
�

沐、 � 、

喃 已分别由式����
、

����和����给

出
�

孙、 � 又胡
，

则由式���� 给出
，

由于 �
，，
� �

，� 图�

� �
�� � 。 ，

故显然有 补
。 � 肠

�’ 一 �
�

如。 � 沁
、 � �

�

因此
，

式����简化为

� 一 几
，，，

� 十 几�
，
仰
�

�

夕一 标、 � � 编
��

， 、 ，
����

� 一 阳
��

�

若无轴向力即 � � �
�

那么 孙
� � �

，

朴
。 � 又、

卜

� �
�

则式����所简化的结果
，

与文献〔�
，

�〕所得
的结果完全 一致

�
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�

断 裂力学中线 弹簧模型的扩 充

� 裂纹尖端曲率半径或塑性区域对线弹簧柔度的影响

以上讨论的情况均是裂纹尖端曲率半径很小
�

但实际上裂纹尖端常常存在有限的曲率半

径或塑性区域
�

为此
，

百九研究钝裂尖端曲率半径 �对线弹簧柔度影响
，

然后论述塑性区的影

响间题
�

设图�所示的裂纹为椭圆形
，

其长轴为 ��
，

短轴为 ��
�

由于椭圆孔的引入
，

导致势能减小
，

其值
，���为

�一 △冗��
兀��一 �，���

�

�。 �一 �

告
。 �二�

另外
�

当引入椭圆孔后
，

柔度变化�韧带减小�
，

即线弹簧柔度为 又
，

那么
，

在荷载一定的情况下
，

势能的减小量又可表示为

�一 渐��
一

李�
� � 、

艺

式中 � � 口 ·
�

·

�
�

比较式����和式����得

�兀��一 口��

���
�

� � 、

“ 一
气� 州卜

�二
�

— ， �
�兀��一 少�

���
�

� 厅
、

往
“
气� 」一 �只丁 � �一 少

乙 � “

� �兀��一 口，
�

�

一 一厄石不石厄， “ 汀， ����

，

式中曲率半径 。 一
号

当 �《 “
时

，

上式可近似表示为

。 、 ， 一 。

了万骊
�

�

�
� 、 一���

专褥
�

�

在线裂纹情况下
，

即
‘ 一 。 ，

则式����改变

�兀��二

���
�

护�
�

一
“ ����

若将含有裂纹无限大板应力强度因子 �
�
� 。

丫而舀代入到式����
，

所得的结果与式���� 完全

一致
�

由此
�

可以看出曲率半径为 �
，

长轴为 �� 的椭圆孔所引起的柔度变化与等效长度为 ��
，，

的线裂纹所引起的柔度变化相同
�

对一般形状钝裂纹尖端曲率半径对柔度变化的影响
，

可以认为与椭圆孔的影响具有同等

程度
�

因此
，

作为第一次近似
，“
心 可以表示为

� ，

二 厅
、

����

其中
�

为常数
�

比较式����和式����
�

当 夕与
“
相比充分小时

�

曲率半径 �的影响不大
�

现讨论裂纹尖端的塑性区域对线弹簧柔度的影响
�

根据 文献
’ “ ，

知
�

裂纹尖端的塑性区域

尺寸与应力强度因子
、

屈服应 力
。 ，
有关

�

即
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�
�

� �气
“ 弓

’

由于在裂纹尖端存在塑性区所引起的柔度变化
，

小于去掉塑性区而形成的新裂纹所引起

柔度应化
，

即塑性区对柔度变化的影响小于直接把 �
，

替换式���� 中的 �计算所得到的柔度变

化 另外
，

由于卸载和再加载过程中
，

最初所出现的塑性区域大部分呈弹性的
�

综上所述
，

当凡

《 。 时
，

也可认为塑性区对柔度变化影响非常小
�

� 结束语

本文用能量原理和断裂力学理论导出了线弹簧模型在多种荷载作用下
，

其柔度与应力强

度因子间的关系式
，

并列举了两个应用实例
�

最后
，
讨论了裂纹尖端曲率半径

、

塑性区域对柔度

的影响
，

结果表明
，

曲率半径和塑性区尺寸在充分小的情况下
，
两者对柔度的影响均很小

�
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