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树的邻接向量与优美树猜想的微机证明
‘

周 尚 超

�墓础课部�

摘 要 本文引入 了树的邻接向童的概念
，
用徽机证明阶数成�� 的树都是优美树

�

关链词 图 �树 �向童 �优美图 �徽型计葬机

分类号 ����
�

�

� 日�
�

会，
、 夕 � � ‘二�

本文所指的图 �一 ��
，
��均为无向简单图

�

�一����和 �一����分别表示图 � 的顶点集

和边集
�

一个图可用 �� 阶矩阵来表示
，

但它使用了较多的数�二
�

个�表示一个 � 阶�有 � 个点

的�图
�

本文引入了树的邻接向量的概念
，

它只用 � 个数就可表示 � 阶树
，

并且它较直观地反

映了树的较多的信息
�

当用计算机来解决与树有关的问题时
，

它占用存贮量小
，

易于编程计算
�

著名的优美树猜想已有 �� 多年
，

被数十位数学工作者研究过
，

发表的文章上百篇
，

但至今只证

明了其中的一小部分
�

按阶数来说
，

只证明阶数成�� 的树是优美的
�

��
，
��

，

�� 阶树的个数分

别为 �����
，
������

，
������

，

要证明阶数更大的是很困难的
�

我们用 ��
����语言编程证明优美

树猜想
，

证明了阶数簇�� 的树是优美的
�

但阶数增大时
，

计算的时间将急剧增加
�

以 �� 阶为

例
，

在 ���微机上需费 �� 多小时才能完成
�

� 树的邻接向量

在下文中我们总是讨论有
，�
条边的 、 �� ，，十��阶树

�

设 �� �����
，
����

，… ，
��� ” 是一

个 �� 维整数向量且满足
����� 一 。 ��簇� ���簇�一 �

，
�� ��则称 � 是树的邻接向量

，

简称树向

量
�

设 � 是 � 阶图
，
����� ��

，
�

，

一
，
��

�

称 �是 � 的第 �个点
，
�点或编号为 �的点

�

这里称
“
编号

”
是和以后的

“
标号

”
相区别

�

��’ ，

��表示邻接 �与 �的边且总是把较小的写在左边
，

即 ��

�
·

����� 丈��
，

���如果 �������
·

定义�
�
�����

，
�

‘ 一 ‘
�������

‘ ����
·

按 ����的定义
，

对于

任意点 ��� ��
，

�与且仅与一编号比 �小的点邻接
，

即 � 有
，
条边

，

且存在 �
，

使 矛���� �
，

�一

����一�
，
���一

·

一
�介

���一 �是一条邻接 �与 �的路
，

这说明 � 是有
�
条边的 � 阶连通图

，
�

是树
�

称 � 是 � 的邻接向量或 � 可用 � 表示
�

� 的
，�
条边是

���
，
�

，
�

，
�����

�

��
，
�����

，
��

，
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树的 邻接向蚤与优美树 倩忽的微机证 明

… ，

�� �� �
�， �� 自然地

，

我们把 �����
，

��称为 � 的第 �一 �条边
�

以下把 � 与 � 等同看待
，

即

树 � 就是指 � 所表示的树
�

定理 �

证明

任何 � 阶树都可用 � 维树向量表示
�

设 � 是 � 阶树
，

任取 � 的一个点作为第 �点
，

记 ���� 一 。 �
取 �邻接的一个点为 �

点
�

记 ����� �
�� 是连通图

�

在 ����一 丈�
�

��中一定有点与 �或 �邻接
，

任取一个这样的点为

�点
，

如 �与 ����邻接
，

则记 � ���� ����
�

在 ����一 ��
，
�

，
��中选一个与弋�

，
�

�

��中的点邻接

的点为 �点
�

若 �与 ���簇�簇��邻接
�

则记 � ��� 一八如此下去
，

就得到一个 �，� 维向量 ��

用 ����表示 � 的分量中等于 �的个数
，
��� ��’�表示第 �个点的度

，

则有 ������ 一 ����
�

������一����� �
，
�� ���簇�

�����镇�� �一�
，
�����簇�������

，������，，� �� �
·

定理 � 设 八‘ ����八
‘
���

，

且对任意 乏
‘
�寿

�

�
，
��都有 八奋‘

���并八
‘
���及 八

‘
���护八

“
�，�

，

则 �

到 �的距离为 ����

系 若 才���一�
，
则 �到 �的距离为 毛

我们把树 � 看作一棵向上生长的树
，

第一个点称为根
�

祖先
、

第一代的点或第一水平上的

点
�

如 ����一�
，

则称 �是 �的父母
，

�是 �的子女
�

如果 ������ ���且 ���
，

则称 �是 �的哥哥
，

�是 �的弟弟
�

第一代的点的子女称为第二代的点
�

第二代的点的子女称为第三代的点
�

依此类

推
�

� 维树向量有
，��个

�

��一 ������
�

而 �� 阶树只有 ���个
�

即平均每个 �� 阶树有 ����个

树向量
�

我们希望用满足某些特定条件的向量来表示树
，

以减少表示树的向量
，

便于用计算机

进行计算
�

设 � 是 � 阶树
，

按定理 �证明的方法可找出许多表示 � 的向量
�

我们将 � 的点的编号法

作如下改进
�

取 � 的度最大的点为第 �点
，

与 �邻接的 ����个点或 �的 ����个子女编号为

�
� ，

�
，… ，

����� �且满足 ����������…�������� ��
�

即子女多的点为哥哥 �编号小�
�

当子女数相等时
�

例如 ��������� 一�
�

设 �和 �的 �个子女的度分别为 �，��
�

�…��，和 ���

�
�

�…��， ，

如果 �，��
� ，
����

� ， ·

…�‘ 一�
� ，
�卜

�

�方
一 ， �

则将编号为 �和 �的两点互换
�

即子女多

者为哥哥
，

子女数相同时
，

孙子多�按向量意义的多少 �者为哥哥
�

设第 �
，
�代共有 �个点

，

第 飞

代共有
�
个点

，

则将第 �代的点编号为 �� �
�

�� �
， ·

…��
�

且满
’

足 � �����簇����十�� ��，

如果 ��������������� ��
，

则 ��������������� ��
，
�� �

，
�

� ·

… �一 ��如果 ����十�了�

� ����� ��且 �伪 �����仙��� ��一 �
，

则��
，，
��

， ·

… �
，
�� ��

， �

�
� ， ·

… ，，
�

�

这里��
‘ �

��
� ·

… �
，
�

和��
， ，

�
� ， ·

…�
亡

�分别是 儿十�和 ���� �的 �个子女的度向量
�

如此进行下去
，

我们得到表示 �

的树向量 �
，

它满足下述条件

条件 � ����成八���
�

���
�

条件 � ���������
�

�� ��

条件 � 如果 � �������� ��
，

则 ��������� ��
�

条件 � 如果 � ����� ��十 ��
�

��������十 ��� �，
�和 �� �的 �个子女分别为 ��

�

��
� ·

… �
之

和 �
， ·

�
� · ·

…，， ·

则����
�
�

，

�����
�

… ，

���
，
������力 �

�

���
��

� ·

…� �，��
�

例 �阶树共有 �� 个
�

满足 �个条件的 �维树向量共有 �� 个
�

树向量的第 �个分量总是

�
�

我们略去不写
�

在不引起混淆时
�

将向从 � 写作 八���� ���… ，拭 ，，��
�

并用 �‘ 表示 �个 �
�

表

示 �阶树的 �� 个向从 为
��

’ �

�
‘
�

�

�
�
��

�

�
�
��

�

�
�
��

�

�
‘
���

�

�
‘
���

，

�
‘
���

�

�
‘
���

·

�
‘
���

·

�
‘
���

·



华 东 文 通 大 学 学 报 ��夕�年

�
�
���

，
������

，
������

，
������

，
�，����

，
������

，
������

，
������

，
������

，
�，����

，
������

，
������

，

������
，
�，����

，
������

，
�������

，
�������

，
�������

，
�������

�

最后 �个是同构的
，

即 �������
，

… ，
�������这 �个同构

，
其它同构的还有 ������望�

�����
，
������望������

，
�，����望�

�����
�

互不同构的 �� 个
�

� 证明优美树猜想的计算机程序

若对图 �的每个点
�
存在一个非负整数 ��

“ ��称为
“ 的标号�

，
满足条件

�
����� ���

，

若
。 �护��，

则 ��。
�
�护��，

���任意两条边的标号不相同
，
边�

� �，。 ��的标号是 ����
��一��。

����则称

�是优美图
，

了是 �的优美标号
�

对于树来说
，

它的 � 个点的标号恰是 �
，
�

，
�

，… ，
川边的标号

是 �
，
�

，… ，
��

猜想 任意树都是优美图
�

在下文
，

我们用 ���’ �表示第 �个点的标号
，
���’ �表示第 �条边的标号

，

前面提到第 �一�条

边是�����
，
��

，

故 ��‘�一 ����������一�������
�

�
‘
������

，
����

，… ，
����〕表示前 �个点

的标号的集合
�

��

表示前 �一 �条边的集合 〔�【�〕 ，
�【幻 ，… ，

���一�」�
�

设 �是树 � 的一个优

美标号且 ����一 。 或 ， ，

则称第 �点是零点或 �点可用 。 标号
�

经计算表明
，

树的大多数点都可

用 �标号
，
因此

，

我们总是令 �����
，
以减少计算量

�

证明 二 阶树是优美树的程序结构如下 �由计算机语言规定
，
��改用 【 �，

下标与字母平

行�
�

�
�

���〕 �������〕 �� �，���〕 �� �，�
�
��，

�
�

��� ���〕�二���〕�� �以〕 �����

�
�

��� ���〕�����〕 �� ��洲〕 �����

�
�

�
。

�
。

�
。

��

�
�

��
�

��
�

��
�

��
�

��
�

��
�

��

��

��� ����
�
����一�〕 �� �一 ���〕 �����

��� �
�
� ��� � �������� ����

�
������ �

�������� �� ���〕������ ���〕 �����〕��，����

�����
�
���������

，
����

，… ，
������

�� �〔�〕���������� ������� ，

�� ���〕一�����〕 ��� ���〕��〔�� ������ �� ，

�� ������������� �� �� �

�
�
二�� �� ����

�
����

�
��，�����������

��� ���〕 ��� �减〕���� �以〕 �����

��� �〔���� � 以〕���� ���������

�� ������ ������ ��

�� ���〕 �� ������ ��

��� ���〕 �� � 〔������ �以������

�� ������ �
� ��〕�� �� �

�� ��
�〕 �� �� ����� �� �

�
�
��� �����������������������，�

��
�，人︸�且
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树的那接向蚤与优美树猜忽的徽机证明

��
。

���� �� ， �� ，���，… ������ �

��
�、

��
� ���� … �������

从第 �行到 �行
，
程序将产生形为��

，
�

，
�

，
����

，… ，
��二 ” 的所有向量

，
它满足 ����簇�

�����《 �
�

第 �行计算 ����
，
�����是第 �点的度 �������是第 �点的度

，
����

�

第 �行计算

第一点外的最大度
�

第 �行表示第 �点的度不是最大时
，

就跳出标号的计算
�

第 �行表示当 �

不满足条件 �时
，

就跳出标号的计算
�

第 �� 行是一个程序段的最末一行
，

该段判断 �
，

如 � 不

满足条件 �
，
则 ������������

，

跳出标号的计算
�

在第 �� 行后
，

程序产生了一个满足 �个条件

的向量 �
，
�表示 � 是第 � 个向量

�

从第 � 行起
，

打印 � 并开始 � 进行标号
，

到第 �� 行标号

完毕
，

然后打印 � 和 �
，
� 表示这是第几棵优美树

，
如果某树 � 不是优美树

，

就会出现 �特�的
‘

情形
�

在标号了一棵树后
，

由 ��行
，

转到下一个向量继续标号
�

下面给出 �一��
，
����一�的两棵树

，

点和边的标号
，
����和 ����略去不写

，

第一行给出

�
，
第 �

，
�行给出 � 和 �

�

�� �

�� �

��������
厅诊月了左‘����� � � � � � � � � �

� �� � � � �� �

�� � � � � � �

���������

���������������

���

���

六石�任行产�口���
几匕�曰��������

�� ��

�� �� � � � � � � �� �

�����只������������������������

我们称度为最大度减 �的点为次 �度点
，

为最大度减 �的点为次 �度点
，

等等
�

我们用 ���

微机从 二��证到 ，���
�

如果树 � 的向量 �一 ��
，
�

，
�

，
�

，… ，
�

，
�

，
�… ，

��
，

这种树用 ���
，
��

表示它有 � 个 �
，
�个 �

，
�����������

�

图 �中给出了图 ���
，
��和 ���

，
��

�

我们证得如下

结果
�

图�

定理 �

��时
，

每个度

次一度点和次

设 �《 �� ，

则每个 � 阶数都是优美的
，

且每个度》 �的点都可用 。 标号
，

当 �簇

�点只要不是 ���
，
��的第 �点都可用 �标号

�

当 ���� 时
，

每个度 �点只要是

�度点都可用 。 标号
�

定理 � 设 �一�� 或 ��
，

则每个 � 阶树都是优美的
�

当 ���� 时
，

每个度��的点
，

只要

它是最大度点或次一度点或次二度点
，

都可用 �标号
�

定理 � 设 �簇��
�

若 �一�是素数
，

则图 ���
，

��的第 �点不可用 。 标号
，

其余不可用 。

标号的�度���点还有下列图的第 �点
����

，
��

，
���

，
��、����

，
��

，
���

，
��

，
����

，
��

，
���

，

��
，
���

，
��

�

例 图 �中的两个图的第 �点不可用 �标号
�
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当 �� ��时
�

得到的结果没有 �镇�� 的多
�

并非没有这些结果
，

而是需要很长时间才能完

成
，

只好放弃一些
�

当 �一�� 时
，

用机器证明估计要 �
�

�万小时
，

我们可用已证明的结果来证

明
�

对于优美图 �
�

设
�
是 � 的 �点

�

即
“
可用 �标号

，

使得 � 为优美图
�

在
“
点处可增加 �条

悬挂边 �同时也增加了 �个悬挂点 �
�

扩充后的 � 仍为优美图
，

且
“
仍为 �点

，

且增加的每个悬

挂点都是 。 点
�

我们将 � 的这种扩充称为 。 点生长
�

这种扩充可不断进行下去
，

即从 。 点处可

生长出一棵毛虫树来
�

设 � 满足前节的 �个条件
，

下同
�

设 �成�毛����
�

把第 �点
，

第 �点及第 �点的所有后代

生成的子图称为 � 的第 �一 �个分支
�

第 �点属于每个分支
，

使各分支边数之和恰好为
，卜

定理 � 每个 �� 阶树都是优美图
�

证明 设 � 是 �� 阶树 � 的向量
�

设 ��” � �，
� 有 �� 条边

，
�个分支

，

必有一个分支
，

其

边数镇�
�

若边数��
，

则将该分支去掉以后
，

第 �点是阶数簇�� 的树的 �度点
�

由定理 �
，
�

，

它

是 �点
�

由该点 �点生长
，

可得到 �
�

若边数� �
，

则在其余 �个分支中必有一分支的边数镇�
，

若边为 �
�

�
，
�

，

则类似前面证明
�

若边数为 �
，
�且不能用 。 点生长

，

则在某点处有向上的两个

分枝
，

每分支有 �或 �条边
�

去掉一个分枝后
，

某点为 �� 阶�或 �� 阶�树的次一度 �或次 �度 �

点
，

是 �点
，

由该点 �点生长而得
�

对于其它情形
，

都可类似证明
�
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