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关于反色数的若干注记

邓 毅 雄

�基础课部�

摘 要

关键词

分类号

证明文献 〔�〕提 出的关于反色数上界的猜忽
，

得到 了带宽与反 色数有关的下界
，

并给 出 了几类图的反 色数
�

图 �反色数 �独立数 �带宽

����
�

�

� 引 言

本文仅考虑简单图
� ，，

表示图的阶数
，

文中未加定义的术语均参阅文献 〔幻
�

定义 � 对图 �� ��
，
��

，

如果 ����的划分 ����� ��
‘ ，

满足
‘� �

����
‘
门�

，
�必 � ��护���

，

�一 �
，
�

，… ，��

��������
‘〕�一 必 � ��� �

，
�

，… ，��

������〔�‘
��

，〕�井 必
�

��护���
，

�� �
，
�

，… ，��

则称��
‘
是 � 的一个 �—色划分

�

这里 �【��表示 � 中�的导出子图
�

定义 � 图 � 的反色数 承��为

万���一�
����

�

��
�

是 � 的一个 �

— 色划分�
�

文献 〔�〕对反色数进行了讨论
，

得到几类图的反色数及反色数的界
，

最后提出了一个关于

其上界的猜想
�

本文首先对该猜想进行了证明
，

然后
，

给出了有关反色数的带宽下界及几类图

的反色数
�

下面我们先引出本文将用到的文献 〔�〕的若干结果
�

引理 � ，〕

引理 �二，’

对任意
，，
阶图 �

，

��万���一 ���。 ����万���成
�

�

对任意
，�
圈 �

�

��
，

��� �
，

����
�

� � ��
�
十�十 �

，，� ��’
��或 �������镇

�
簇��

，
�����

���� ����毛
，�
簇��

�
�����

��一 �
，
�

，
�

， … �

�
、���

一一
、、产

�
了‘、一�
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引理 ��
。 对任意路 尸

�

’��
·，一

�
����

，

����
�

�������《 ，《 ��������

��忽�����簇，镇��
�
�����

����
，
�

，
�

，…

文献 〔�〕提出的猜想为 �

对任意
�
阶图 �

，

歌���。 一夕��
�

其中夕�班��为 � 的独立数
�

� 猜想的证明

为了证明上述猜想
，
我们先给出一个显然的结论

�

引理 � 对任意图 �
，

烈�一����》 烈��
，

其中
“ 任����

�

下面通过对图�的阶数进行归纳来证明猜想
·

显然
，

当
���

，
�时

，

结论成立
�

假设对一切阶数小于
，
的图

，

结论均成立
�

设 �是任意
，
阶图

，
� 职任����

，
����� 佃�

�������
，� 〔 �����是 � 在 � 中的邻域

�

对 �一 �阶图 �
，
��一 � ，

设 ��万��
，
�

，‘ ， ���毛�
，
�

，

· ‘ ’ ，‘� ‘，�� ‘�‘ ” 是 �
‘
的一个 ‘

一
色划分

，

对应 � ‘�‘ ’一只
�，，

记 �一哎
�“ � ’�，�� ‘� ’�

，
�

���
，
�

，… ，��
，
���一�

�

情形 � 当对 ��的任一 �—色划分 �’ 均有 �护必时
，
则� �任�

，

在上述 ��色划分的基础

上
，
在 � 中给点

“
着色 �是可行的

�

而且 。 的着色必在 � 中
，

杏则
，

显然 “ 的着色不能在 � 中
，

故 “ 只能用 �外的一正整数着色
�

不妨设为 ���
，

而这必导致��〔 �
，

有 ���〔�“ ��砚〕��
必

，

与定义 ����矛盾
�

由此并结合口划分的最大性
，

必有烈���歌�’ �
�

由归纳假设及 月���簇

���
‘
���

，

则

万����牙��
‘
���

�一 ��一夕��
‘
���� �一 �夕��

，
�������。 一夕�����

�

情形 � 当存在 �’ 的某 �—色划分 “ 使 ��必时
，

下面分两情形讨论
�

情形 �
�

� 若 口的任一最大独立集 �
，

均有 ���� ��特必时
，
�也是 � 的最大独立集

，

从

而 例���肛口 �� 由引理 �及归纳假设

万���镇万��
‘
���簇��

�一 ��一夕��
‘
�������

二一夕�����
�

情形 �
�

� 若存在 �’ 的某最大独立集 �
，

使 ���� ���必时
，

��� ��不仅是 � 的独立集
，

而且是最大独立集
，

从而 班��一��口 �� �
�

由归纳假设
，

万��
‘
���

�一 ��一夕��
，
���� �一夕��

，
�

�

当 牙��
，
���一夕��

‘
�时

，

因为 牙���

簇万��
，
���及 万���

�

万��
‘
�

、

夕���与 夕��
‘
�均为整数

，

则

万���镇牙��
‘
����

�一夕��
‘
���镇

�一 �夕��
，
������� �一夕�����

�

而当万��
‘
�� 。 一夕��

‘
�时

�
由于 ��

��门��必
，

那么 �
，
的阶数

�一 �� ���
����夕��

，
�》 万��‘

�

�夕��
‘
�� � ，

矛盾
�

综上所述
，

猜想成立
，

从而有

定理 � 对任意
，
阶图 �

，

万���成
�一夕�����

�

定理 �的上界是可达的
，

这只要考虑图 �
�

一
�

等即可
�
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� 有关反色数的带宽下界

目前
，

国内学者对带宽的研究十分活跃
，

象文献 〔�〕 ，

获得了带宽与诸多图的不变量有关的

下界
�

本文利用引理 �与定理 �
，

获得了与反色数有关的带宽下界
�

设双射 �
��������

，
�

，… ，

��是 � 的一个标号
，

而最大标号差

���
，
��� �】��

� 〔 ����
�����一�����

，

称为 � 在标号 �下的带宽
，

图 � 的带宽定义为

�����������
，

��
�

�

设 中为图的不变量
，

若 � 为� 的生成子图
，

导致 抓��簇抓��
，

则称 中为递增不变量
，

否则

若导致 抓���杯��
，

则称 甲为递减不变量
�

文献 〔�〕的定理 �给出了一个确定带宽下界的有

效方法
�

���当 甲递增时
，
����������

�

杯���杯�竺���

���当 甲递减时
，
����������

�

杯���抓����
�

显然反色数 歌��是递增的
，

那么我们有

定理 � 若 ����
、

烈��分别为
� 阶图 � 的带宽与反色数

，

则

����������万���一 ����
�一万��������

���������万����万���一 ����
��

�

证明 不难验证
，“��，，一 〔

昌
〕���昌

一

击���

“ ， 由定理 ‘ ，，‘�，，‘ 一“ ‘�“，�“ �一

命
� ‘一
浩

���
’ 乙��言�簇��

，

��
，

则

。 �。 ��������万�。 �《 万���������� 、��

牙�。 �《
票

���
拐 ，� �

一�����
��》 �牙���一����

�一牙�������� 厦�万���一 ����
�一牙�������

�

��� 由引理 �知
， 妻��万��竺�一 ���乙�����万��竺�� 《�万��竺�一������万������牙��亡�一 ��万�������，

则 万�尸加成�� 丫�干葱聂石���
�

所以 刀��������差
�

牙���镇万�尸�������哎龙
�

万���成��� 五干忑获����

������
���万����万���一 ����

��一 �万����牙���一 ����
��

�

当然
，

我们注意到
，
上面两个下界在反色数较大时比较精确

，

反之较弱
�

推论 � 对
�
阶图 �

����妻�
��哎��牙���一 ����

�一牙�������
，

�牙����牙���一 ����
���

�

� 几类图的反色数

下面我们通过给出联图的反色数定理
，

得出几类图的反色数
�

定理 � 设 �
、

� 是两个点不相交的图
，

则 烈�十��一歌���歌��
�
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证明 设 牙����
� �

万�万�� �
�

����� �八
�

与 ��� �� ��
，
分别是 � 与 � 的色划分

，

则

显然 ������� ��八
‘
�����

，
�是 ��� 的一个

���—色划分
，

所以
，

万������
，��

�

�一 � 声一 �

另一方面
，

若 取�����
�����

，

设 承�����
�
十�十� �����

，

由 �十� 的构造知
，

在

��� 的任一色划分中
，
� 与 � 中任一点的着色必不相同

�

所以 ��� 的色划分必形如 ���

���� ���
�

�����
，
�

，

其中 �
‘
�� ���

，
�，〔 ����

，

且 ���一 ，
��� �

�

从而导致 �����
一 � ，一 �

� ，

只志
� ‘� ’一 ，

以鱿 分别是 � 与 � 的色划分
，

并且或者 ��
，� ‘ ，

或者 ‘�‘� ‘ 中至少一个成

立
，

而这与 承��一
、
或 承��一 �矛盾

·

综上有 承��万��歌���叭��
�

由定理 �
，

当 �一兀
� ，

有

推论 � 对任意图 �
�

承�十兀
�
��歌��十�

，

推论 �告诉我们
，

当某图 � 存在独立集 �
，

使 � 中各点均与 �一� 中每点邻接时
，

则求 �

的反色数可以转化为求 �一�的反色数
·

如象完全图 不二完全 � 部图 �
�二 ��

�

… �。

等的反色数均

可由此方法轻易得到
，

利用引理 �
，
�及推论 �

，

有

推论 �

��� �
，

��十�
，

��� �
，

，，一 ������ �

，，� ��
’
十�或 �������镇

�
镇��

，
�����

���十����簇
��
簇��

�
十��十�

��� �
，
�

，
�

。

一 �

‘���、
�

�
一一

、、产

，
一�十�

矛�、一�

当 �� �时
，
�

�

�兀
�

为轮图
�

所以推论 �也可以看成文献 〔�〕中定理 �的一种推广
�

推论 �

�
�

一 �����
’

、 ���

��
· ’一
气
��十�

·

������ �蕊
�
簇��

’
���� �

������十�簇
，，
簇��

�
十����

����
，
�

。

�
� … �

另外
�

图 ���
�� ，
��是具有一个公共 �

，

的 � 个 �
�

构成的图
�

由于 ���
��一 �

，
��一�

�

�兀
一 ，

及 承�
� ，�一

，�一 �
，

则

推论 � 牙���
，，� ，，一 �

�

、 ��� ，��

最后
，

设 ��，�
� ，

由于在 � 的任一划分 ����� ��
‘
中

，

要求 �����
，

��
，

��护曰 ��并

��乙
，
��

，
�

， … ，��
�

所以 ��
����

�
� �牙���一 ��万�����

，

故 万���毛���� 了�干葱奋���〕
�

由于

较容易具体找到 ��
�

的一个 〔�� � 了再丽
定理 � 万匆尺

�
������ 了砰厄奋���〕

�

推论 � 歌��
�
�兀

� �一��� � 六不雨

���〕— 色划分
，

所以有

����� �
�

当 � 一 �时
�

图 ��
�

十�
�
� ���

，

�二被称为法国风车
，

由此我们获得了法国风车的反 色

�下转 第 ��页�
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簇 �
”
��，，��

�

另一方面
，
�

� ��
�

�� �
，

由 �，�一

色数定义 ���
�

�一 ��

� ��

� … � �
， ，���

�

〔�
，

〕��

��入 ��
�

��

毕
�

注

一 �华�
簇 �

�

故 ��
，

�镇 �，� �

因此 、 � 兴
，

由于 �为整数
，

故 �� �共�
�

定理 �证
� � ‘ ，，� ‘ 即‘

由于任何图的 �
一

色数不小于其子图的 �
一

色数
，

因此
，

对任意 � 阶图 �
，
�

� ���簇

‘
豪

，， ‘� � ‘ ，，
�

· ‘�，� �
· ‘乙，簇 �

�

谧典�
，

这是图与补图的 �
一

色数之和的又一平凡的上
‘ 即王

界
�

此界不如定理 �所给出的界限好
�

例如考虑 ��� 阶图与其补图的 �一 色数之和 �
，

由此界得

�成 ��
，

但由定理 �知 �毛 ��
，

因此
，

反映图与补图的 �
一

色数最好关系是定理 ��
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