
华 东 交 通 大 学 学 报

�����������
������� ������一�只 � �，��� �����

���
�

��

���
�

��
�

�

����

明��第�卷卜
口号��尸第沙

图与补图的一种广义色数
’

徐 保 根

摘 要

关键词

分类号

�基拙课部�

引进 了图的一种 广义 色数—�
一

色数的概念
，

探讨 了图与其补图的 �
一

色数

关来
，

并考虑 了几类特殊图的 �
一

色数
�

图 ��
一

色数 �点荫度 �线萌度

����
�

�

� 己�
�

会，
、 夕 � � ‘ 二

本文所指的图均为无向简单图
，

文中未说明的符号
、

术语同于文献 〔�〕
�

图的着色理论是图论中的十分活跃的重要课题
，

随着其理论的逐步完善与丰实
，

其应用

也越来越广泛
�

除了点着色
、

边着色之外
�

还有点边着色�全着色�
、

边面全着色和点边面着色

�完备着色�等概念
�

各种色数都在一定程度上得到了研究
�

然而
，

各种色数都可以向着图的某

些特征性质方面进行推广
，

使得图的这些性质特征得到更多的了解
�

就图的点色数来说
，

我们

可以作如下推广
�

设 � 为图的某一特征性质

图 � 的 �
一

色数可以定义为

�
，���� ��� 《，������一 ��

� ，
���

�

�具有性质 ��
，

其中 ���
�

�表示 �
‘
在 � 中的导

�一 �

出子图
�

本文将结合图的荫度来推广图的点着色概念
�

定义一种图的 �
一

色数
�

图的线荫度记为
����

，

其定义为将图 � 分解成生成林时生成林的最少数 目�参见文献

〔�〕�
�

特殊地
，

若 � 为空图�无边图�
，

记 ����一 ��

引理 �‘ ’ 令 � 为一个非平凡的��
，

�，� 图
，
�

�

是 � 的任何一个
，�
阶子图中线的最多数

目
�

则
����一 ���匆

。

八
� 一 ���

，

其中���表示不小于 � 的最小整数
�

图 � 的点荫度记为

簇
，，
�

� ���
，

其定义为
，，� ���� ����

�
�����一 ��二���

，

�为无圈图 �镇

定义 设 � 为非 负整数
，

图 � 的 �
一

色数记为 �彩��
，

其定义为
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�

����
一 。 �一���

�
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�
����一 ����� ������

其中 �〔�，〕表示 ��在 � 中的导出子图
�

��
‘ ，���口

，〕�� 二
，
�� �� ��

�

按上述定义不难看出
�
�

。
���� ����为图的点色数 ��

，���� ����是图的点荫度
�

因

此
，

图的 �
一

色数是点色数和点荫度的 自然推广
·

当 ， 》 ，���时
，

及���� �
，

即 �����

����� ��
一���二 ��

�

图与补图的点色数关系 ����� ��乙�《 �� ������是众所皆知的 �文献 〔�〕 研究了图

与补图的线荫度关系
�
文献 〔幻 研究了图与补图的点荫度

，

并提出猜想
�

对任意 � 阶简单图 �
，

均有�������石�� �� �尸���
�

为了证实并推广这一猜想
，

本文研究了图与补图的，一

色数关

系
�

� 图与补图的 �
一

色数

图 � 的最 小度 记 为 叔��
�

图 � 的极大 最 小度 记 为 而���
，
其定 义 为 如����

����古����� � ��
�

定理 � 若 � 为任意一个简单图
�

且 �一���
� ，

则 几���� �� � ���� 一 ��

证 令 � 一 哎� � ���抓��� ��
，

由于 � � �
，

故 � 护 必
，

取 �
。
为 � 中阶数最小的

一个图
�

下证 叔�
。
�� �� � ���� 一 �� 即可

� 。 � �时显然
，

下设 � 》 ��

�反证�若 占��
。
�簇 �� � ���� 一 ��一 �

，
设 ，�

是图 �
�

中一个最小度点
，

即 �， 。
��

。
��

占��
。
�

，

由定义可见
�

� 一 �

�
�
��

。
一 �。

�一 。 一 �
，

记 �� � �
。
一 。 。 ，

���
。
�� � �‘ ，

且使 �
‘
门 ��二 必

，
��护 ��

，

�二 �

���
。
��

‘〕 镇 �
·

又因为 ��
。
��

。
�� �� � ���� 一 ��一 �

，

故至少存在某个 �，
使得在�

。
中� 。

点

至多与�，
中的 �个点邻接

�

下证图�
�
��

。 〔�，� 。 。 〕的线荫度��� ，
�镇�事实上

，

由于���
�

一 �。
�一 ���

。 〔�，〕镇� ，

对于 ���
�
�的任意子集�在万

�

中的导出子图��
，
�不妨设 ���� ��

�

若 �。
在��则 ����

‘
�������一 ���

���
，
一 �。

�《 �
�

若 � 。
任 ��则有

����
‘
�� ����

‘
一 �。

��� 昨
，

��
。
�� �����一 ��� �

��下�了一一�一甲， 二二二

—
之之，

一�
�一一气���号一

�

一一于
‘

一�一� 二二二 刀忿
。

�百 �一 � �百 �一 � 一
�百 �一 �

由 �的任意性及引理 �得知 ���
，�簇 �

�

考虑 ��万
。
�� ���

。
�� 毛�

。
�的一种划分如下

�

���
。
�� �，

� ��

� … ��，一 � � ��，� ��
。
����，十 ，

� … ��一
�
�

由上述
���

。
��

‘〕�� ���
。
��

‘〕�簇 二 ��簇 �镇
，�一 �

，
�护 �

�

�

且 已证
���

。
��

�
� ��

。
�〕�� ���

，�簇 �
，

由��
一

色数定义知 �
���

。
�簇 � 一 �

�

这与�
�
��

。
�二

�
矛盾��

。
� ��

�

定理 �证毕
�

由上述定理可直接得出简单的

推论 � 对任意 尸阶简单图�
，△���表示 �的最大度

，

则�抓��� �� 【乙������ � ���

其中〔�〕 表示不超过 � 的最大整数
�

推论 � 对任意简单图 �
，

均有
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����《 而���� �《 ����

定理 �
�

对任意简单图 �
，

均有

������及�乙�镇 �� ���

� ��

一 ����� � ���
�

其中否为 �的补图
�

〔�〕为不超过 � 的最大整数
�

证设������ ，�，
�

�
�否��

，�，

由定理 �知入���� �二 � 一��，�一 ��
，

而�否�》 �二 �

一���� 一 ��
， ，

即存在 �的子图�
�

和 石的子图�
�，

使得 古��
，
�� �二 � ����� 一 ��

，
古��

���

�爪 � ����
� 一 ��

�

���若 ���
��� ���

��� 必 �则有

� � ����
�
��� ����

�
��� 古��

�
�� �� 古��

��� �� �� � ����� � �� 一 ��� �

即
�� � 二�

� �� �� 一 ����� � ��� �� �� 一 ����二 � ���

由于
�，
和 ��

均为整数
，

故
，�� �� 《 �� ��� 一 ����� � ��〕

�

���若 ���
�
�门���

��� �特 必 �则任取 。 � �有

�。 ���》 �，，
�，�� 占��

�
�李 �� � ����

，
一 ��

，

而�。 �》 �，�

�，�》 ���
�
�》 �� � ����

�
一 ��

·

以上两式的两端分别相加得

� 一 �� ���
��� 去�

刀�� �拢 � ����
�
� ” �

一 ��
，

即有
，� � �� 《 �� ��� 一 ����� � ��〕

�

这里考虑了
。 �和 ��均为整数

、

定理 �证毕
�

顺便指出
�

当，二 。 时 ��
。
�����

。
�否�� 尸 � �是图与补图的点色数关系

�

当二 � �时
，

一， ，

�
、

二
， ，

二
、 ， �

�

尸
， � 、 ， � ， �

� ，

尸
、

� � � 、 �

�
， ， ‘ �一

、 ，

一 �� 一
�

二
、 ， � � �

� ， ，�

�
，
���� �

，
���簇 �� ���一 ����〕 � �� �专�是图与补图的点荫度关系

，

即文献 〔�〕 中的
一

、 一广
’

一
二 、
一 ‘

� 一
’ ‘ 、

� 一 ‘ 产 一 � 一
’ 、

�
’

��
� ” �

” 碑 �‘竹 ， �

�
尹 、 ， 、 ’

一 �
’
甲

“ 、 一 ‘ ’ ” �

猜想
，

均作为定理 �的特款
�

� 特殊图的 �
一

色数

本节仅考虑平面图和完全图的 �
一

色数
�

定理 � 若 � 为任意一个平面图
，
� � �

，

则 �
�
���《 ��� 《�一 �

，

��
�

证 由于每个可平面图 �的最小度 � �
，

因此
，

如���成 �
�

由定理 �得 �
�
���成 ��

〔几������ � ��〕 ，

可见�
����成 �

，
�

����成 �
�

又因为每个可平面图� � ��
，叮�满足 �簇 ��

一 ���� ��
�

因此
，

对任意非平凡的平面图 �
，

由引理 �得
����� �����

二

��
� 一 ���簇 ������

� 一 ����� 一 ���簇 �

由 �
一

色数的定义知 �
�
���一 �

，

当然 � � �时
，

也有 �
����一 �

，

定理 �证毕
�

上述定理对于 � � �时是否成立
，

此仍属于四色猜想
� 、

定理 � 对任意整数 � � �
，，
� �

，

均有兀��
�

�� 毛�����
�

其中仕�表示不小于 � 的最

小整数
�

证 设 �彩�
�

�一 � ，

由于 ���
�

刀 � ��
，

故可将 ���
�

�划分为两两不交的 ��
一

子集和至

多一个小于 �� 个元素的子集
�

�由于 �� �
�
时定理显然成立

，

故不妨设 �� � ���
�

这些子集的

导出子图均为完全图
，

其线荫度均不大于 �
，

这些子集的个数为谧
，�
����个

�

因此 �
��凡 �

、

一 �
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簇 �
”
��，，��

�

另一方面
，
�

� ��
�

�� �
，

由 �，�一

色数定义 ���
�

�一 ��

� ��

� … � �
， ，���

�

〔�
，

〕��

��入 ��
�

��

毕
�

注

一 �华�
簇 �

�

故 ��
，

�镇 �，� �

因此 、 � 兴
，

由于 �为整数
，

故 �� �共�
�

定理 �证
� � ‘ ，，� ‘ 即‘

由于任何图的 �
一

色数不小于其子图的 �
一

色数
，

因此
，

对任意 � 阶图 �
，
�

� ���簇

‘
豪

，， ‘� � ‘ ，，
�

· ‘�，� �
· ‘乙，簇 �

�

谧典�
，

这是图与补图的 �
一

色数之和的又一平凡的上
‘ 即王

界
�

此界不如定理 �所给出的界限好
�

例如考虑 ��� 阶图与其补图的 �一 色数之和 �
，

由此界得

�成 ��
，

但由定理 �知 �毛 ��
，

因此
，

反映图与补图的 �
一

色数最好关系是定理 ��
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