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�基础课部�

本 文 时 于 ��� �任 沪�韶 �
，

定 义 了它 的
“
复数 阶 仿 导数�

川 �� �” ，

并且 衬

����任少��
‘�证明 了�“ ���在全复平面上是复变童

� 的解析函数
�

我们发现 当

�� 一 �时
，

�
’ ‘ ’

���是 ����的原函数
，
因此 当 �����时

，

我们又称 �
’
�，
���是 �

���的复数阶积分
�

本 文还对 ��二��， ‘
��� �定义 了它的

“
复数阶广义仿导数 厂‘

�二�”
�

文 中还研究 了方程
�

�‘ �二�一��������一� ��任��
，

并称之为
“
复数阶

微积分方程
” �

得到 了其解的表达式
�

复数阶仿导数
�
复数阶积分

�
复数阶微积分方程

� ���
�

�

� 己�
�

生，
，， � � ‘ �

在文献 〔�〕中高安秀树介绍了实数阶导数的概念
�

但是在国内外文献中至今未 见到关于
“
复数 介导数

”
的设想

�

本文首先对 ����任州�
‘
�定义了其复数

�
阶仿导数 �‘

���� 见���式 �
，

并证明了 �，����
在复平面上的 ��� 域中是

“
的解析函数 �见定理 �

�

”
�

然后
，

对 厂����少��� �
，

用 ���式�在此

式中取 �笋��将 �
‘ ���解析延拓到全复平面

�

并约定
，

当 �����时
，

也称 �
‘
���是 ��� �的

·
复数阶积分

” �

还 证 明 了共�
‘ �二

·

�一 �一
�二

·

��即 ���式 �及 ��
，

如 �二 ��禹 一 �
� ，一娜 �二

�

��

久 肚 �， ‘ ” � 、 ，， ’

一 �
’

二’ � �

��
� 、 “ ‘ � 、

“
、 ” ，’ 、 “ ’

少、 ’

�
、 � 、 ‘ ” � 、

“
��

‘浮
’

�沈
，

��“
， �

�见 �式 �

我们又对 ����任少
，
�� ’ �定义了其复数

�
阶广义仿导数 �

‘ ’
行�

，

并且证明了对此 �“ ���

也成立类似公式 ����和 ����
·

基于这些性质
，

我们构造出一套
“
复数阶微积分学

” �

由于
，

当
��

，，� � 时
�

�
“ ‘

���� �
‘���� ��当 ��

，，

�〔 少 ��
’
�时 �

‘“ ，
�二

、

�为古典导数
�

当 �
’

�沈
‘

�〔 少
，
�尺 ’ �时

尹
“ ’
�，�是广义导数 �

�

所以
，

本文提出的
“
复数阶微积分学

”
在一定条件下推广了古典导数和广

义导数
�

在此
�

我们要说明
�

本文给出的
�

�
“ ’

�
‘

动定义
�

即使当 �
、 �� �时

�

也和文献 〔�〕中所介绍

的实数阶导数定义完全不同
�
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本文中的一些基本结果不难推广到
�
为多复变量�指

�任�
‘

�的情形
，

并运用多复变量函

数论工具进行研究
，

笔者对
� 〔 � 已得到一些结果

�

考虑到单复变量情形叙述方便
，

而
“
复数阶

微积分学
外
这一设想似乎颇具生命力

，

故先将单复变量的理论作此介绍
�

� 袱尸�中函数的
“
复数阶仿导数

”

定义 �
�

� 设 �����杯���
，
规定

，�一 ���一

�
，
��‘��“ �，�’�一�‘ ，

���

并称厂
岭 ���为 � 、劣�的

�

阶仿导数
�

注 在此
�
是夏效吸即

� 〔 ��
，
�浦 � �，，

取��妥�
�

二 。 ·‘，“ ’‘，� ‘“ “ 垂，，，

少传�
一

分
����

一 “ �

、
�右即��二�

一 ’�妥
，
帆�

，
�是一切在无穷远处急降的取复函数值的具俨 光滑性的一元函数

����组成的 �上的线性空间
�

显然
，

当 ��“ �一 �时
，
���式右端的积分收敛

�

又当 � 一 �
，
�

，… ，� ，… 时
，
��，’��� �

产�����
�

定理 �

�� �� 任 �
，�

证明

� 设 ��二�〔 帆���
，

则 厂��
，���在 ��� 域中是复变量

�
的解析函数

�

在此 ��� �

护一 �
，
� 〔 ��

�

’

丁
�，，“ ，“ ‘，，�‘ �‘

�

丁〔立�
�。�一�，‘�·�‘ �

��
�‘

一

厂�“ ，·“ “ ‘，‘
�泞

‘�一〔��‘卜翼嘿
‘，〕“

厂����俨叉工‘月男�。 � ���
�“

�二� 刀 �一 ，

�右�
‘ �时���右�一岁�‘习军

。 〕�。 ��
。
�‘。�·、一
岁�二孕岑

。 ��
�

不写 刀 � 一 ‘ 于二 刀

但是 丁�
�、。�一〔��。卜翼粤

。 〕‘ 。 一
丁�
�“ �一

� “ ，‘·
�‘ ，

所以
，

当 ����一�一 �时
，

此积分收敛一 又因为

���
， � ， 、 ， ��，

�
， � 、

�， ，
户

， � ， 、 ， ， ， � ， 、 �
�八

， � 、 ，� 一 户

二� � �片厂亡
’

一口叹�少心
’ 一

�唁 � � ��心厂 �� ��叮少君一口气�少叮一�叮 ，

� “ �� ��

故
丁�
�，。�·���。 〔，�。卜翼粤 宁〕昨 对 � 解析�当 ��� � 一 � 一

‘

��
�

同理
丁
。 �“ ‘，、 “ ’ 〔�“ ，一

客
‘

罕
子，〕�泞对 �

解析�当 ��� � 一 � 一 ��
�

” 于
加

�俨翼锣
闷‘ ，

任取其中第 ，项 ，

接连地分部积分 当��
·

卜
�时

，

有
·

丁�
“ ‘，一户 “ 一 ‘��，一 ‘·【袋于笼万一��一�沐手苦笼丫

‘�，产“ 」
一 ��·�

�‘·
哈若石 一砰胃慕�石了沥

‘��
、��

��
�

丁活
干

带兴而
一“ 〕

，
当 右� 。 时

，

易知��自
·

� �’ 户 在主值意义下成立
�
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� ��万�
� ‘�

�【二下一下二

“ 气� � ，�

� 一一共琪共
�

一
� 二

气� 一 �一 �八� 十 �一 乙�

����
� 一

户���
‘ � � 、 二 � �

�
丁��产一了二�二戈二二�下一�一了一又花

响

一万一一下二芬芍 十 咬一 �厂
产

�
�� 十 �十 ��叹�

，

一 �十 乙�… 气� 十 人 � �

� �一 ��
人 一 �一 ’

宁‘ ������
一 ��‘式

。
�� � �� ��…�� � ��

�泞〕

一 ����一，·〔�，���� �一 ��一丁
泞

·‘ �
����

� 一��‘对

。
�� � �� ��… �� � ��

�右�
�

��� �
，
�

，… ，
� 一 �� ���

�在此 �，���的表达式从式中可直接看出
，

兹不赘述
�

�

显然
，

当 ��� � 一 � 且 � 护一 �
，
一 �

，…
，
一 � � ‘ 时

，

积分
丁
一 泞

‘ � ������
一 ��‘式 ，， �二

�一��气一一了
�

气一�丁�一一
�

丁一一下一于声��� 入」 �
� �� 一 �一 �少… 女� 十 人 �

解析 �又当
�
护一 �

，
一 �

，

一

解析延拓 到 ��� � 一 � 且

一 � � �时 �
，

���对
�
解析

�

现在用���式将积分从 ��� � 一 �

· ，一 �
，… ，

一 二 � � �� � � ��
·

对积分
丁
。 �
�“ �一艺

����
‘�，

力

‘了�‘ 作同样处理
·

至于
丁�

一
��‘�一�，‘�·�‘及

丁
一

立�
�‘�一�“ �·�‘ ，

它们显然对 �
· 任 �为

解析
，

故 尹
‘
���在

� 任 ��� 域中解析�注意
� � 一 �

，
一 �

，… ，
一 �

，

不一定是 ��伙�� 的极

点�
�

例 对于 ����任 抓���
，

任取 �
�。 ，��任 ��� � �，，

由�����
�
公式

，

有�当
�
充分接近

�。
�

�
‘�，
���� 艺 书吮

�

��的 ���
�� �一 、 �

“ “

。 一 ，。
�

一
�
一息

�

丁
��

�“ ，“ ‘，·�二 “ ‘，一“ ，�

一
，·

一

丁
��

��‘��、‘�一鑫
‘�二 “ ‘，‘

一
，·“ ‘

一

丁
��

��‘��“ ，、

一
，’���“ ’

�‘

一

丁
�，

��‘，�“ ，、 ·“ “ ，‘

一�‘

一

�
，、

�“ ，“ ‘，‘ ·“ ‘
�‘

·

‘

这就直接验证了定理���
·

定义 �
�

� 一切满足

�
� 】��沪����成 �

。砂 ，，� �� 一 。 ，
一

，… ，。 ，…� ���

的复变量
‘ 一 登� 钾 的解析函数 粼

，�所构成的 � 上的线性空间
，

称为 � 空间�参看文献 〔�〕�
�

在���式中
，� 是依赖于 粼

��的正的常数
，

而 矶 � �是与 扒
��及 �有关的常数

�

当 何��� 必��
‘
�时

，

它的 ������� 一 �������
变换�以下简记为 �

�

�
�

变换�为

��
·，一
丁
�����，一 ‘一��

·

�傲
��又记为 尸�月�

�

当 ���
三 。 时

，

傲
��一 傲泞�即 抓��的 ��� ����

由熟知的 ����� 一
�����

�
定理立得结论

�

映射 ，��� �

看文献 〔�〕�中定理 �
�

�� 或文献 〔�〕 中第 �章 荟��
�

我们得到

引理 �
�

� 设 州�� 任沙��� �
，

且
“ 任 ���

，

则

�
�

�
�

变换

变换�以 � 记为 � 变换�
�

，

�既是单射又是满射�参

，
少���

，
�即文献 〔�〕 中的一维�复�� 空间

�
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��， 、
·
�·…�一 ��二 ， �

丁
一

� �

二��扒
‘ �‘�万，

一
�‘ �� ” 。 � ，

��� 州
’ 」

�� �任 少��
，�

证明 �参看文献 〔�〕 ��

当州二�任 必��� �
�

则 〕 “
� �

�

使 ����州��仁 �一
“ ，“
�

�

于是扒
、 �

�
一 。 二�

一
�

一�
。 。 ��

一
�二�
一 ‘ � ‘，�，

所以 ��
�，�

，‘�‘ �一 �丁
“ 。

�
。 ����

一
‘ �…、

�、 ，、
�二��一‘� 、 �… 、 ，��一�，

丁
‘ 。

一�� � �… 、 一 ����
上
�一 �一

�‘� 、 �一 �，，�
����

产 ‘，，·�， ·

簇 ���� �尹
，”
��

·

��
尸‘ ，，，�

。 � �君
” ，，

�� 。 一 。 ，
�

�

，… ，�… � �
。
� 二印

，。 �，
只����式成

于是
�

对任给的 夕
， ，
甲
�
任 ��夕

，
� 夕��及 妥� �

�

对于复变量
� 一 言十 钾在平行虚轴的线段 右十

‘
�︸
�

二

�
�月

�

�
一鱼

镇叭
至 ‘ 一 ‘，�

一

上 的 积 分
丁�二�卜

，“ ·，一�· 有 估 计 式
�丁�二卜

，�‘·�一�‘·

�
，，

卜

�
‘
卜�

“ 尸“ ” ’
���

��
“

�
� ’���

，�
��� 一 �， �� �二的 选正整数 ，�充分大

，

容易证明少 ’ 、 ’
� ‘ ，

及 ，�给定�时积分
工
，一 ‘

林
�，��，’ 、 �

�

砂习， 一， 。
�

于是用复变函数论中的 ������ 回路积分定理可得
荟一 己，�

���式
�

于是���得证
�

现在证结论 ���
�

由 ���
、 �

‘

��
尸 ’�” ��� “ ‘ ，�

及 �
。 “ 工
�� �

�“ 荟一 ‘，，工
��

尸 ’� ，

并由���式得

�甲
‘
� ‘
��

·

��� �����
‘

�二�
�

�

�
�
�
“ ” �

丁
一 、

〕�沪�������。 �‘“ �� �任取 �护 ��

�
，
�
�
�
“ �· ，

讨 ，，， ��� ����‘万� 扣��

几
· ” � “ ‘普‘ ’‘ ， ‘·

�
一

�

簇镇

一 �
，，
�、

·

�
·

�‘�·
��

一�
丫�

￡
� 泞

��“ 一
，
�言

了�
，
� 言

，�“
，� “
�泞

现在
，

仅为推演方便
，

先在 ��“ 一 。 的范围中来估计
�

这时

，�
� ， ‘二，，簇 �

，， �

一
‘了

丁
一 ��� 一 ‘�� ‘，

��
·

取 “ 一 “ ，

得 旷 ��，�簇� 番
当 二 �

“
时

�

令 ��� 的
，

这时
尸。 ，“ ‘，

�

又当 二 � 一 �
时

�

令 �� 一 ��
，

这时 洲 ’‘ �

� ‘ �‘ �

�丹�口

�了

��

��

� 〔 �
，
�护 �� �’� � �

�

�
，…

， ”

一、

� 任 �
，
�铸 ��

” � ��

� �，�‘ 一 ” � ��

可 见
·

当 �
�

·

��
�
时

�

沪“ ’

���� ��当 ��� 一 ��
�

即当 ��� � �时
·

有 ���� 梦“ �二
，

�〔 �一 �
�
� 〕

·

于是对任何 不
，

� � 且 ��
‘、

��
� �

注意到 甲叹二�
�当

� 任 ��� 时解析 �见定理 �� 且 广
’

仕
�、
��

�当 ��� 一 。 时成立
�

于是
，

根据解析函数的唯一性定理可见
�

当
“ 任 ��� 时

，

广
‘
�二

。
�� �

�

故

�����护
山 ���〔 〔一 � ， “ 〕

�

于是 梦
“ ’

�二�任 少 ��
，
�

�

证毕

引理 �
·

�

平而 上解析
，

设州
·

�。 少�� ��
·

则积分 ��二�

丁
一 �

������
��’�

·

产‘二 当 “ 、 时对
·
在全复

证 山不等式 ���得

工
、
�

�
�沙 ����’�

·

广 ��
·

衬
一 ‘

� ‘

�
�

、
卜一尸

�
��

“ 、 ’�飞朋 、 物 ’· 衍�

一
‘�，

但当 �，二 。 日寸
�

在此积分所在的 无穷 长线段 上
�

有 卜�� ����
�

故当 叮 任 � 充分大时
�

��� 式右端
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的 积分 收 敛
·

由
，

此 可证 明
，

对 复 平 面 上 任何给 定 的 有 界 域 � 而 言
，

当 � 任 � 时 积 分

�
一

�〕��乡
�‘ ��‘��
一

‘ · ，‘一致收敛 ‘当 “ ‘ 。 给定，
·

又 傲
‘ ，“ ‘ ，’ ·‘” 当

· 任 � 时，‘ ·
解析 ‘注意

，� 、 ，” ，� �，，

可
一

�〔��乡
�，��“ �·�· �‘，，一�

·
对

· 。 � 为一致收敛
，

故积分
�
一

�

�二��、
万��，‘ �·

厂
’
�� 可对

�
求导数�当

“ 任 ��
�

但有界域 � 为任取
，

故此积分对 �
在全复平面解析

�

现在
，

我们以 �� �式 �在其 中取 �半 �� 作为 衬伙��的定义 吸当 抓��任 ，�尸 ”
�

这 样
�

广
，
���就从

� 任 ���解析延拓到全复平面了
，

显然
�

这时也有 �’’ ，
���任 ，��� ��用引理 �

�

�中

结论 ��� 的论证方法可得此结论 �
�

注意引理 �
�

�与定理 �
�

�并不矛盾
�

定理 �
·

� 设 扒��任 必��� �� 用���甲垒 �必
‘
��
叠 甲的 ���

，

定义算子���
�

这时
�

算子
、 ·

�是

一个 ���� 群
�

证 先证对
�

� � ，

夕任 �
，

有

�护
‘ ，����

‘
夕， � 少

’ 一夕，���
�

���

由���式 �取 �共 �� 可得

少
·，
���� 傲

������
。 ，

���

于是
，

再用 ��� 式�仍取 �半 �� 得

�、
。 �
����

‘，》
一 ��冗�

�

丁
一

�
�

二���
一 ����，·�，一�

�

一 ���� �

丁
一

�
、

〕��全
� 、 、，“ ·，· “ ·，专

‘
二�·

一 广
一

伙���

�注意
，

当��
��

� ，
����夕和 ��、 �

‘ 一月均在主值意义下时
�

有 ����
‘ ·

���尹 一 ����
‘ 一夕�

由此可见 �护” ����
‘，，
� �梦夕

’
�二 ��

“ ，

�� 沪任 必��
，�

即 �夕�
·

���一 ���
·

�夕�
�

���

又
，

显然算子�
·

�有单位元 �� ��� 且对 �
� 任 �

�

�的 有逆元恤�
’
一 �一 二

�

可见
�

算子 �
·

�组

成一个 ����群
�

证毕

定理 �
�

� 设 抓��任 必��，�
，

则

�

而 甲 �沈
�

� ���

证 对 � � 任 �
，

函数 声
， ，
���

续�当
�
特 �

，
� 〔 ��

�

又由

�傲
��尸‘，，����

’ 一 ’
�

一

簇 二 �
�

�

一， �� 、 � ‘ ，， ， � 、 。 ��

劫
，人 � ，犷 、 ，� ， 之又 下二

〔炙之

� 州
、 �尸衍��、 �

‘ 一 ’
对

，
及 二 二变元连

�

�
�
�
“ ’ �一 ’尸 ’�万了 ’� ‘。 一 ，，一。 ‘ 。 ·� �

�� 一 �
，
�

� ·

… ，� �

…

可见积分 ��二� �

�
一

三沁
�，���一砂‘ 、 �取定 “ 、 �在任何有界域 “ 仁 “ �

上对 二 一致收敛
·

可

见���式成立
�

证毕

由此可 见
�

犷 ’ ‘

�，�是 抓
一

��� 的原函数
�

所以
�

本文提出的
“
复数阶仿导数

” �

把 州 二
·

�的积分

也包括在内
�

在某种 愈义
�

�几
�

这里给出了函数�及下文中的广义函数 �的
“
复数阶微积分学

” �

当 ��� � �时
�

我们 又称 梦
“ ‘

��，
，

�是 州二 �的
“
夏数阶积分

”
或

“ 一 �
阶积分

” �
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� 团
‘
��

，
�中广义函数的

“
复数阶广义仿导数

”

定义 �
�

� 对于 了���任 少
‘
�� ‘�

，

用公式

��“
，���

，

何���� �����
，
�一 ��

“

尹” ���� ����

�� 甲���任 团��
，�

，
� � 任 �

，
�一 ��

“

� �，�，
�主值��来定义 �‘

�，���
，

并称它为
“ ����的

�
阶

广义仿导数
” �

注意��
，

叻 是熟知的 �任 ， ‘
与 中任 ， 的 ������ 对偶

，

它满足��
，
�，升 � ��乳 》 �

����
，
叭�� �

�
��

，
乳� �� 叭

，
乳 任 团

，
� �，，�� � ��及��

，�沪�� ���
，
甲�

�

�� 尹任 勿
，
� ‘

任 ��

由于 尹
‘ ，
���任 必��

‘
��参看引理 �

�

��
，

故 �
‘ ，
���任 ，‘

��‘�
�

定理 �
�

� 当 ����任 必
，
�� ‘�

，

则对 � � ，

夕任 �
，

有

��� ��
‘�，
����

‘夕， � �
‘。 �夕，���

，

�
， � 、

��� 芬�
‘” ���一 �

‘ 。 ， ” ���
�

、 ‘ 产

��
� “ � 沪 � 、 �

沪 ’

证明 由

���
“ ，����‘夕，

，
中����� ��

‘“ ，���
，
�一 ��夕尹夕

，����

� �����
，
�一 ��

‘
��一 ��夕尹夕

，
����

亡“ ，�

� �����
，
�一 ��

“ ，夕尹叶尹，����

� ��
‘
叶夕，���

，
尹���� ��甲���任 ，�� ‘��

����

����

得����式
�

又由

�其了
‘·》�二�

，
��二���

�工

��
‘“ ，
���

，
一 梦����� ���一�

，
�一 ��

‘

�一 尹����
‘ “ ，》

�����
，
�一 ��” ‘ �尹����

‘�，�
户

���‘但是 尹�
���丁

甲�� �活

甲 ’
����

’
汾�� �

一 。 口 � 沽

袱��
�一 “ ’

�� ��并 �
，
尹任 必��

‘��
一 “ 〕

十 �吞

�分部积分即得�

一 ��恻
��

，

�注意此式与文献 〔幻 中的不同�

����

故 ��
，
����

�

一丁
� 口�一 �‘ 一 。 。 一 沽

尹�
������

“ �‘” �� � 争�
����������

’

产�
�

·

闰 ， ‘西 丁“ ，
一 话

���即�����
一 ’
���

即 �尹
’
����‘

“ ，
一 尹卜

‘ ’���
�

����

于是 �����
，
�一 ��

�一 ’�尹
’
����‘

“ ，�� �����
，
�一 ��‘

�一 ”
尹

�� ” ����� ��
“ � ，’

���
，
尹����

�

故���� 式成立
�

证毕

由此
，

我们得到

定理 �
�

� 当����任 ， ‘
��� �且

“ 任
�

�时
，

作用于 ���� 的运算���形成一个 ����群�证

明略�
�

定义 �
�

� 对于 ����任 必
‘
�� ‘�

，

用公式

���
��

，

沪�
���� ��������

，
甲����

�

����

�� 必�
��� � ，

尹���任 必��
‘�满足少�

��� 沪。 ��来定义����任 � ‘ ，

并称��
��是 ����的



第 �期 刘诗俊
�

关于
“
复数阶仿导数

”
和

“
复数阶微积分方程

”
的设忽 ��

�
�

�
�

变换 �当 ��， 一 。 时
，
����式定义的是 ����的 �

�

变换�
�

在此
，
��

，

叻 是 �任 必
‘
和 尹任

勿 的 ������� 对偶
，
它满足

��
，�，外 � 勺乳�一 石��

，
妈�� 瓦��

，
丹�

�� 妈
，
朴 任 团 及 � �，，�� 任 ��

及 ��， �
卯 一 �万

，

卯 �� 沪任 必
，
� ‘ 任 ��

引理 �
�

� 当 �、 、 �任 必
‘
��

‘
�时

，

有

及

�〔�·
�〕 一 ，去

券
�〔月 �二 一 。 ，

�
，… ，� ，…

�〔
篡
〕 一 �、‘ ��〔月

�

����

����

证明 由���� 式可见
，

对 � 沪�
��� � ，

有

��〔��月
，

沪�� �二����
，
叻 �尹一 �

一 ‘ 〔沪〕�
一 �二��

，
一 ��叻 � ��〔月

，
��一 ��卯�

一 ��〔月
，

呈
�〔。 �一 �一

晶
�〔二

，，�

故
一 尸

�

� � 一 尸 �
户 ����」� 一 币岁 ��小

由此易知���� 式成立
�

又
，

对于 ��� � �
，

这时对 � 必�
��任

��〔
豁
〕 ，，�一 �厂�

篡
，。

� ，

有 沪�
��� 沪�右�

�尹一 �一 ‘ 〔刃�

�� � 子十
‘万，

�

于是

一 ����
，
一

窦
�一 ��〔�〕 ，

�〔一窦〕
�

一 ��〔月
，
一 �’��〔月�� ��子�〔月

，

必
�

故
�〔
鬓
〕 一 ，。�〔月 一 、·�〔月

·

�当 ，�， 一 “ ，

于是
，

对任何复数
� ，
����式成立

�

证毕

注 这里的公式����与����都与文献 〔幻 中的不同
�

引理 �
�

� 设 ����任 少
‘
��

，
�

，

则对 � � 任 �
，

有

���
‘ “ ，
���〕 � ����

“
�〔����〕

�

证明 当
‘ 一 ��� 一 子时

，

对 � 沪任 � ，

有

��〔�
‘ “ ，���〕

�

必�� �二��
‘ “ ，
���

，
甲���� �沪一 �

一 ‘ 〔沪〕�
一 �二��

‘

���
，
�一 ��

�

厂
。 ，
���� �由����式易得此式�

一 �������〕 ，
���

一

��丫
�，�����

� �������〕 ，
�
一

��
‘
��泞�

“

��尹����� �见���式�

� ���宁�
“
�������

，

沪����

� �����
“

�������
，

沪�
���

�

由此可见
，

当
‘
为任何复值时

，
���� 式成立

�

����

� 复数阶微积分方程

在本节中
，

考虑如下方程
，

即
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�
‘� ‘

���一 ��������� �
，

���

在此 ���� 是在复平面上某区域中解析的复函数
�

当
� � 一 。 �’� 任 ��时���式是积分方程

，

当
� � �

时���式是微分方程
�

所以我们称

���式为
“
复数阶微积分方程��

现在
，

我们在 少
‘
��

，
�中求方程���式的解

�

对���式作 �
�

�
�

变换
�

由���� 式
，

得

���
��

。

一 ����〕 ·

��
��� �

�

�刀�

称方程 ����
’
一 ����� � ���

为方程���式的特征方程
�

记方程���式的复根为
�。 ，

则��
��� 叔

� 一 �。 �是���式的解
二
事实

上
，

对 � 沪�
��任 � �

有

����、 �一
‘�����

�

广
，

功�
��》 � ����、 �

’

一 �����古�� 一 ，。 �
，

沪�
���

一 �舀�� 一 �。 �
�

�����
‘
一 �����必�

���

� ����
。
�
�

一 �����沪��
。
�� �

�

可见 �����
‘
一 �������� 一 �。 �� �

�

现在
，

我们需要公式

� ，「。 �、 二 、。 �〕 一 华
�“ ，

一 一 乙��
����

此式可用文献 〔�〕 中第二章 圣�中公式��� 的吐明方法来导出�注意 ���� 式与文赶
厂
幻 中第二

章 芍�中的���不同 �
�

于是

�‘�，一 � �〔“ ‘

一
，〕 一六一 ���

但由特征方程���式可见����
�
�“

一 � �
、

困卞而 少

〔�� 口�〕告，

于是方程���式有非平凡解�在下式中去掉了常数

���� 一 尸 ，‘，“
」

补
�

现在
�

对 ���式作更直接的验证
�

取 ����

尸“ 应当是方侄

��
’

���任 少
‘
��，�� ���

� 丫�这时 ���� 在
�
护 。 处解析 �

�

于是 �����

�
‘ ” ���一 �’

����一 �

的非平凡解
�

当
� 一 � 〔 � 时

，

����一 衬
‘

显然是其解
�

又当
� � 一 �时

�

�川 �式即

�
‘

” ���� ����二 �
�

我们来验证 ���’ �� 尸 ‘

是��
”
�式的解

�

用�����式及����式
，

得到
�

对 � 沪���任 少��，
�有

���
’
�”

’ ，

甲�
沈

·

��� �尸
‘ ，
�一 ��中 ” ����

一 、一
晶… �一 ��、 �，

����一 、
晶…� ���二��

��
‘
�

��
印

�

�
一 而甲

�‘

�� ��� �一 � 才 ，
甲�之

·

��
�

由此 可见
，

当��二��
。 ’

时
�

�

程�取
� � ，，�和积分方程�取

�

�‘

�沈
·

�二二二 — 尸
’ �

验证毕
�

这样
，

我们对方程�刃 �式是某些微分方

一 ��时
�

都直接验证了 ��二�� 广 确实是解
�
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”
和

“
复教阶徽积分方程

”
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� 多复变数情况下的复数阶微积分学简介

定义 �
�

� 对于 ����任 抓律 �及
� 任 �

‘ ，

我们规定

�
， ‘ ，

�二�一
�

�

��。 ���。�
·�

，， · ‘��
�

����

在此式中
，

重指标
� 一 �口

， ，

一
，��

� ��
‘
任 ��

，

重指标 泞一 “ �，…

� �
�

���子
‘ �

’ ‘ ，

�右即�����
“

�子，�言
�…�登一

，
行
�

� �氛 � ��
，

重指标��’ 匀
‘

��‘
任 ��

� 一 �

定义 �
�

� 对于 ����任 少
，
��

“

�

重指标 � 一 ��
�，… ，

�
�

�

，

我们用

��、 ’

���、州���一 《����
，
�一 ��’

�，梦
�，
���》

�� 扒��� 必��
‘
�

·

� � 任 �
’ ，

�
�
�一 艺

� ‘ �

����

� 一 �

来定义 �
‘ ，
���

�

在这种 � 为多复变数的情形下
，

我们得到了一些类似的结论和公式
，

但工作尚未完成
�
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