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关于 Hanoi塔问题*
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  摘  要  介绍了解决 Hanoi塔问题的一种简易的操作方法．
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0 引  言

  相传17世纪末在远东某个大庙宇中，有一根柱子上放着中心有孔的64个圆盘，每盘的直
径各不相同，且下面盘的直径总是比上面盘的直径大，这就是 Hanoi塔．Hanoi塔问题是，将所
有圆盘移到第3根柱子上，每次只能移动一个盘子，不能将大盘移到小盘之上，移动过程中可
将盘子临时存放在第2根柱子上．在许多有关计算机的书籍上，介绍了用计算机解该问题的方
法．例如，将3个盘子从1号柱移到3号柱，计算机给出的解是（用1号、2号…表示盘子大小，
号数大则盘子大）
  将1号盘从1号柱移到3号柱；
  将2号盘从1号柱移到2号柱；
  将1号盘从3号柱移到2号柱；
  将3号盘从1号柱移到3号柱；
  将1号盘从2号柱移到1号柱；
  将2号盘从2号柱移到3号柱；
  将1号盘从1号柱移到3号柱．
  如果按照计算机给出的解进行操作，将是很笨拙的，且随着盘子数的增加操作的难度将
越来越大．例如，当有10个盘子时，需要移动盘子1023次．用计算机解决问题有很大的局限
性，它不能解决当盘子数无限增大的情况．当盘子数 n≥1330时，计算机就给出内存不够的信
息．假设计算机的内存无限大，那么当 n＝100万时，计算机至少须运行150秒以后才能告诉
你第1次怎样移动盘．计算机解决此问题的方法是： 如果要解决 n，必须解决 n－1，要解决
n－1，必须解决 n－2……．如果用计算机数数，从1数到100万，在486微机上一般要150秒．
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因此，计算机将移动方法计算出来的时间不低于150秒．
  我们从理论上对Hanoi塔问题进行研究，得到了准确无误的操作简单的解决办法．无论 n
有多大，都可以立即进行、 不需要计算时间 ．如果将 n个盘子从一个柱子移到另一个柱需要
移动的盘子次数最少是 count （ n） ，那么我们的操作方法将一定在 count （ n） 次之后完成．

1 操作方法

  n个盘子用1号盘，2号盘，…n号盘表示，号数大则盘子大．不是1号盘的盘称为非1
号盘．在操作开始以前和操作完成之后，只有1个柱子上有盘子，两个柱子上无盘子．在第
1次移动盘子之后到完成以前，至少有两个柱子上有盘子，没有盘子的柱子，我们假设有一个
虚盘，且虚盘是最大的盘．由于1号盘最小，1号盘总是在某柱的最上面．在第1次移动盘到
完成之前，在3根柱子最上面的3个盘子是
    1号盘  i 号盘  j 号盘 （ i＜j ）
其中 j 号盘可能是虚盘．为叙述与操作方便，把 i 号盘称为小盘，j 号盘称为大盘．这是因为，
在操作过程，我们只需要知道一个盘是否1号盘，在两个非1号盘中，只要知哪个大哪个小
就行了，不需知道它是第几号盘．这样3根柱子最上面的3个盘子是
    1号盘  小盘  大盘
  将 n个盘子从1号柱移往3号柱的方法．
  方法1．1 第1次移动的盘子是1号盘，如果上次移动了1号盘，则本次移动非1号盘；
如果上次移动了非1号盘，则本次移动1号盘．
  方法1．2 移动非1号盘的方法是把小盘移到大盘上．
  方法1．3 移动1号盘的方法．按 n为奇偶数分为两种．设1号盘在 A 号柱上．
  方法1．3．1 设 n为奇数，把1号盘从 A 号柱移往 A ＋2号柱 （如 A ＞1则移往 A －1号
柱） ．即1号盘的移动路线是： 1号柱⇒3号柱⇒2号柱⇒1号柱．
  方法1．3．2 设 n为偶数，把1号盘从 A 号柱移往 A ＋1号柱 （如 A ＞2则移往 A －2号
柱） ．即1号盘的移动路线是： 1号柱⇒2号柱⇒3号柱⇒1号柱．
  移动1号盘是按柱子号来移动的．在实际操作中，盘子数不会太多，下面我们给出移1号
盘的另一种方法，它是按盘子号来移动的。
  方法1．3* 移动1号盘的方法．如果是第1次移动1号盘，按方法1．3进行．注意到
在第1次移动之后，3根柱子最上面的3个盘子是： 1号盘，小盘和大盘．方法是： 如果小盘
号是偶数，把1号盘移到小盘上，否则移到大盘上．

2 操作方法的证明

  将 n个盘子从1号柱移到3号柱，可按如下3步进行．
  步1 将1号柱上的 n－1个盘移往2号柱．
  步2 将1号柱上的 n号盘移往3号柱．
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  步3 将2号柱上的 n－1个盘移往3号柱或移到 n号盘之上．
  我们用 ［k］ 表示把1，2，…，k 号共 k 个盘从1柱移往另一柱，用 k 表示把 k 号盘从1
柱移往另一柱，用 A →B 表示从 A 号柱移往 B 号柱．nj 表示 n－j ，kj 表示 k－j ．上述3步可
记为

［n］ ＝ ［n1］ n ［n1］
1→3 1→2 1→3 2→3

或简记为 ［n］ ＝ ［n1］ n ［n1］．设 count （ n） 表示移动的最小次数，则 count （ n） ＝2count
（ n1） ＋1．用递推法又可得
      ［n1］ ＝ ［n2］ n1［n2］
      ［n2］ ＝ ［n3］ n2［n3］
      ………………………
      ［3］ ＝ ［2］1［2］
      ［2］ ＝ ［1］2［1］
      ［1］ ＝1
由 count （1） ＝1，易知 count （ n） ＝2n－1．n号盘在整个移动过程中只移动1次．n1号盘
只移动2次，一般地，k 号盘移动的次数是 k＋1号盘的两倍．上述3步详记如下：

［n］ ＝ ［n1］ n ［n1］
1→3 1→2 1→3 2→3

第1到第2n－1次 第1到第2n1－1次 第2n1次 第2n1＋1到第2n－1次
  我们把1，2，3号柱分别称为 ［n］1→3的源、 中、 目．相应地［n1］1→2和［n1］2→3的源、 中、 目分别
是1，3，2和2，1，3．设第 j 次移盘是从 f （ j ） 柱到 g （ j ） 柱 （1≤j ≤2n1－1） ，如 f （ j ）
是［n1］1→2的源 （中和目） ，则 f （2n1＋j ） 也是 ［n］2→3的源 （中和目） ，两者的源 （中和目） 相差1．
因此，f （2n1＋j ） ＝f （ j ） ＋1，g （2n1＋j ） ＝g （ j ） ＋1．如加1后大于3，则将其值减3．
如果将 ［n］ ＝ ［n1］ n ［n1］ 改为 ［k］ ＝ ［k1］ k ［k1］，也有类似的结论，但也不完全相同．
例如前者 n号盘是在第2n1次移动的，只移动一次，对 k 号盘则是： 第1次移动 k 号盘是在第
2k1次，以后每隔2k 次移动一次．下面推证第一次是怎样移动盘子的．
  第1次到第2n－1次： ［n］1→3；
  第1次到第2n1－1次： ［n1］1→2；
  第1次到第2n2－1次： ［n2］1→3；
    …………

  第1次到第2n（ n－1） －1次即第1次 ［1］ 1→ 3 n为奇数，
2 n为偶数．，即 f （1） ＝1，g （1） ＝3

（2） ，n奇 （偶） ．整理得如下结果．
  2．1 Count （ n） ＝2n－1．
  2．2 k 号盘被移动的次数是2n－k．特别地，n号盘只移动1次，1号盘移动次数最多，为
2n－1次．
  2．3 如果 i 被2k－1整除，但不被2k 整除，则第 i 次移动的是 k 号盘．即当 i＝2k－1＋j ·2k，
j＝0，1，…，2n－k－1时移动的是 k 号盘，特别地第奇数次移动的是1号盘．第一次移动 k 号
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盘在第2k－1次，以后每隔2k 次移动1次 k 号盘．
  2．4 设第 i 次是将 f （ i） 号柱子上的盘移到 g （ i） 号柱．分 n为奇偶数两种情况．
  2．4．1 n为奇数

  f （1） ＝1， g （1） ＝3， f （2k ） ＝1，g （2k ） ＝
2 k 为奇数，
3 k 为偶数．

  f （2k＋j ） ＝
f （ j ） ＋2 k 为奇数，
f （ j ） ＋1 k 为偶数．

  g （2k＋j ） ＝
g （ j ） ＋2 k 为奇数，
f （ j ） ＋1 k 为偶数．

    k＝1，2，…，n－1；  j ＝1，2，…，2k…1．
  2．4．2 n为偶数

  f （1） ＝1， g （1） ＝2， f （2k ） ＝1，g （2k ） ＝
3 k 为奇数，
2 k 为偶数．

  f （2k＋j ） ＝
f （ j ） ＋1 k 为奇数，
f （ j ） ＋2 k 为偶数．

  g （2k＋j ） ＝
g （ j ） ＋1 k 为奇数，
f （ j ） ＋2 k 为偶数．

    k＝1，2，…，n－1；  j ＝1，2，…，2k－1．
如 f 和 g 大于3，则将其减3．
  由2．4可得2．5．
  2．5 如 i 是奇数，则 g （ i） －f （ i） ＝g （1） －f （1） ．当 n是奇数，g （ i） ＝f （ i） ＋
2，即1号盘的移动路线是1号柱⇒3号柱⇒2号柱⇒1号柱．当 n是偶数，g （ i） ＝f （ i） ＋
1，1号盘的移动路线是1号柱⇒2号柱⇒3号柱⇒1号柱．
  上述2．3是对方法1．1的证明，2．5是对方法1．3的证明．方法1．2是显然的．下
证方法1．3*．
  设1号盘下是2，3，…，k1号盘，k 号盘不在 k1盘下，则 k 盘是另外两根柱子上的最小
盘．3根柱子最上的3个盘是1号，k 号和 j 号盘，k＜j ．这是处于 k 号盘移动之后要移动1
号盘时的情况．按前面的论述，移动 k 号盘前后的若干次操作是… ［k1］

A →B
k

A →C
［k1］
B→C…．即下

一步要将 B 柱上的 k1个盘移到 k 号盘所在的 C 柱上．若 k 是偶数，则 k1是奇数，要将奇数
个盘从 B 柱移往 C 柱，第1次须将1号盘移到 C 柱的 k 盘之上．如果 k 是奇数，则将1号盘
移到 j 号盘之上．
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