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关于并图的 niche数*

邓 毅 雄

（基础课部）
  摘  要  研究了并图的 niche数，对 niche数小于等于2的图的并图的 niche数进行了详

细讨论，并由此获得若干重要并图的 niche数．
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0 引  言

  Niche图是文献［1］于1989年才提出的一类新图类，它的研究起源于对生态问题的探讨，
研究某些重要图类的 niche数，无论在理论上还是在实践上都具有重要意义．在文献［2～3］
中，研究了圈并图的 niche数，本文的目的在于对一般并图的 niche数进行研究，并由此得到某
些重要并图的 niche数．
  设 G＝ （ V，E ） 是简单无向图，若存在无圈弱连通的有向图 D＝ （ V，A ） ，使得对任意
点 x，y∈V，当且仅当存在弧 ［x，z ］，［y，z ］ ∈A 或 ［z，x ］，［z，y］ ∈A 时，xy∈E，则
称 G 为 D 对应的 niche图，简称 G 是 niche图．设 I k 是 k 个孤立点的集，数 n （ G ） ＝min
｛k｜G∪I k 是 niche图｝，称为图 G 的 niche数．若对任意整数 k≥0，G∪I k 都不是 niche图，则
称 G 不存在有限 niche数，记为 n （ G ） ＝∞，今后我们总认为有向图 D 是弱连通的，且 od
（ v ） 、 id （ v ） 分别表示 v 在 D 中的出度与入度．
  设 G∪I k 是无圈有向图 D 对应的 niche图，若对任意的以 G∪I k′为 niche图的有向图 D′，
均有 k′≥k，则称 D 是关于 G 的 niche最小有向图．

1 主要结果

  到目前为止，在图的 niche数研究中，仅发现 niche数为0，1，2，或∞的图，而 niche数
为有限且大于或等于3的图至今仍未发现．下面我们仅讨论 niche数小于或等于2的图之并
图的 niche数．
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在文献 ［2］ 中，已经证明： 若 n （ G i ） ≤2（ i＝1，2，…，r ） ，则 n （ ∪r
i＝1G i ） ≤2．

  由 niche图定义易知：
  引理1［2］ 若 D 是无圈有向图，则在 D 中存在点 u、 v∈V，使 od （ u） ＝0，id （ v ） ＝0．
  引理2 若 G 是 D 对应的 niche图，D′是改变 D 的所有弧的方向所得到的有向图，则 G
也是 D′对应的 niche图．
  引理3［2］ 若 G∪I k 的 niche最小有向图是 D，x∈I k，则在 D 中 od （ x ） ＝0或 id （ x ）
＝0．
  下面，利用上述引理，证明我们的主要结论．
  定理1 若 n （ G i ） ＝0 （ i＝1，2，…，r ） ，则 n （ ∪r

i＝1G i ） ＝0．
  证明 这只要考虑 r＝2的情形即可．设 G1、 G2的 niche最小有向图分别是 D1、 D2，由
引理1～2，不妨设 u是 D1的零出度点，v 是 D2的零入度点，即 od （ u） ＝0，id （ v ） ＝0．由
于 D1、 D2是无圈的，那么在 u、 v 之间增加弧 ［u，v］ 所得之图 D′也是无圈的，且显然 G1∪
G2是 D′对应的 niche图，即 G1∪G2为 niche图，n （ G1∪G2） ＝0．
  定理2 若 n （ G1） ＝0，n （ G2） ＝1，则 n （ G1∪G2） ＝0．
  证明 设 G1的 niche最小有向图为 D1，由引理1～2，不妨设 u∈V （ G1） ，使在 D1中 id

图1

（ u） ＝0．设 G2∪ ｛x｝的 niche最小有向图为 D2，由引
理2～3，不妨设 od （ x ） ＝0．如图1所示，由于 D1、 D2
是无圈的，当我们将 u与 x 等同时，所得有向图D′仍是
无圈的，且显然 G1∪G2是 D′对应的 niche图，故 n （ G1
∪G2） ＝0．
  定理3 若 n （ G i ） ＝1，（ i＝1，2） ，则 n （ G1∪
G2） ＝0．
  证明 设 G1∪ ｛x｝、 G2∪ ｛y｝的 niche最小有向图
分别是 D1、 D2，由引理2～3，不妨设 id （ x ） ＝0，od
（ y ） ＝0，类似图1所示，将点 x，y 等同时所得之图 D′
仍是无圈的，且 G1∪G2∪ ｛x｝是D′对应的 niche图．又
由于点 x＝y 是 G1∪G2∪ ｛x｝中的孤立点，且 id （ x ） ＞0，od （ x ） ＞0，由引理3可知，D′
不是 G 的 niche最小有向图，故存在无圈有向图 D″，使 G1∪G2是 D″对应的 niche图，即 n
（ G1∪G2） ＝0．
  综合定理2～3，一般我们有

  定理4 若 n （ G1） ≤1，（ i＝1，2，…，r ） ，则 n （ ∪r
i＝1G i ） ＝0．

  定理5 若 n （ G1） ≤1，n （ G2） ＝2，则 n （ G1∪G2） ≤1．
  证明 当 n （ G1） ＝0，n （ G2） ＝2时，设 G1的 niche最小有向图为 D1，G2∪ ｛x，y｝的
niche最小有向图为 D2．不妨设对 u∈V （ G1） ，id （ u） ＝0，而 od （ x ） ＝0．类似地，等同
u 与 x 所得之图 D′仍是无圈的，且 G1∪G2∪ ｛y｝是 D′对应的 niche图，从而 n （ G1∪G2） ≤
1．
  当 n （ G1） ＝1，n （ G2） ＝2时，设 G1∪ ｛z｝、 G2∪ ｛x，y｝的 niche最小有向图分别为
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D1、 D2，不妨设 id （ z ） ＝0，od （ x ） ＝0，则等同 z 与 x 所得之图 D′仍是无圈的，且孤立点z
＝x 的出入度均大于零，由引理3知，D′不是G1∪G2的niche最小有向图，故n （ G1∪G2） ≤1．
  综合定理4～5，有
  定理6 若 n （ G1） ≤1，n （ G i ） ≤2 （ i＝2，…，r ） ，则 n （ G1∪G2∪…∪G r ） ≤1． 
（ r≥2） ．
  作为以上定理的推论，下面我们给出若干重要并图的 niche数．
  由于完全图 K n有 n （ K n） ＝1，而对道路 P n有： n （ P2） ＝1，n （ P n） ＝0， （ n≥3） ，
则有以下推论
  推论1 n （ K n1∪K n2∪…∪K nr ） ＝0．  （ r≥2）
  推论2 路之并 P n1∪P n2∪…∪P nr ） 是 niche图，即 n （ P n1∪P n2∪…∪P nr ） ＝0  
（ ni≥2，i＝1，2，…，r ） ．
  引理4［1］ 当 n＝3，8时，n （ Cn） ＝1；当 n＝4，5，6时，n （ Cn） ＝2；当 n＝7或 n≥
9时，n （ Cn） ＝0．
  引理5 当 n＝4，5，6时，n （ P3∪Cn） ＝0．
  证明 如图2所示，设 V （ P3） ＝ ｛u1，u2，u3｝，V （ Cn） ＝ ｛v1，v2，…，v n｝．当 n＝

图2

4时，取 A ＝ ｛［ui，v i］，［ui，v i＋1］，i＝1，2，3；［v1，
u2］，［v4，u2］｝；当 n＝5时，取 A ＝ ｛［ui，v i］，
［ui，v i＋1］，i＝1，2，3；［v1，u2］，［v5，u2］，［v4，
u1］，［v5，u1］｝；当 n＝6时，取 A ＝ ｛［ui，v i］，
［ui，v i＋1］，i＝1，2，3；［v4，v5］，［v4，v6］，［v1，
u2］，［v6，u2］｝，则 D＝ （ V，A ） 是无圈的，且 P3
∪Cn （ n＝4，5，6） 是 D 对应的 niche图．
  引理6 当 m≥4，n＝4，5，6时，n （ Pm∪
Cn） ＝0．
  证明 当 m＝n时，如图3（1） 所示，取 A ＝
｛［ui，v i］，［ui，v i＋1］，i＝1，2，…，n-1；［un，
v n］，［v1，u2］，［v2，u2］｝，则 D＝ （ V，A ） 是无
圈的，且 P n∪Cn为 D 对应的 niche图．
  当 m≥n＋1时，如图3 （2） 所示，取 A ＝
｛［ui，v i］，［ui，v i＋1］，i＝1，2，…，n-1；［uj ＋2，
uj ］，［uj ＋2，uj ＋1］，j ＝n-1，n，…，m－2；［v1，
u2］，［v n，u2］｝，则 D＝ （ V，A ） 是无圈的，且 Pm

∪Cn为 D 对应的 niche图．
  另外当 （ m，n） ＝ （4，5） ， （4，6） ， （5，
6） 时，易于验证 n （ Pm∪Cn） ＝0．
  利用引理4～6及定理1～4，有
  推论3 （1） 当 n＝ （4，5，6） 时，n （ P2∪Cn） ≤1．

（2） 当 （ m，n） ≠ （2，4） ，（2，5） ，（2，6） 时，n （ Pm∪Cn） ＝0．
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图3
  我们也注意到，利用定理1～4及引理4，只要讨论几个特殊圈并的 niche数，就可得到文
献 ［3］ 花了该文绝大部分篇幅证明的主要结论： 当 （ m，n） ≠ （4，5） ，（4，6） ，（4，7） 时，
n （ Cm∪Cn） ＝0；当 （ m，n） ＝ （4，5） ，（4，6） 或 （4，7） 时，n （ Cm∪Cn） ≤1．利用本
文定理，我们也可类似考虑多个圈并的 niche数．下面我们给出三个圈并的 niche数，至于更
多圈并的情况可类似讨论．
  显然当 m，n，k≠4，5，6时，n （ Cm∪Cn∪Ck ） ＝0．当m＝4，5，6；n，k≠4，5，6时，
借助文献 ［3］ 中的图8～10，易于得到此时亦有 n （ Cm∪Cn∪Ck ） ＝0．而由图4 （1） ～

图4
（ 3） 知，n （ C4∪C4∪C5） ＝0，n （ C4∪C5∪C5） ＝0，n （ C4∪C5∪C6） ＝0．类似图4 （1） ～
（2） 可得 n （ C4∪C6∪C6） ＝n （ C5∪C5∪C6） ＝n （ C5∪C6∪C6） ＝n （ C4∪C4∪C6） ＝0．再
注意到文献 ［3］ 的定理5： n （ mCn） ＝0（ m≥2） ．因此有以下推论
  推论4 任意三个圈之并图是 niche图，即 n （ Cm∪Cn∪Ck ） ＝0． （ m，n，k≥3） ．
  由于任意两圈之并的 niche数小于或等于1，由定理4，有当 r 为偶数时，n （ Cn1∪Cn2∪
…∪Cnr ） ＝0． （ r≥4） ．而当 r 为奇数时 （ r≥5） ，由于三个圈之并为 niche图，而两圈之
并图的 niche数小于或等于1，由定理4，有五圈之并也是 niche图，进一步对一切 r （ r≥3）
的奇数，均有类似结论，因此
  推论  任意三个以上圈之并图均为 niche图．

（下转第77页）
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  总之，加强和完善国有资产管理、提高其使用效益是关系到我们国家、我们职工个人的切
身利益，是当前改革中的头等大事。为此，我们应从理论和实践上加强这方面的研究探讨；同
时，注重从我们身边的点点滴滴工作做起，以期从根本上完善资产管理，并实现其经济效益、经
济增长方式的彻底转变。
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Niche Number on Union of Graphs

Deng Yixiong

（ Basic Courses Department ）

Abstract  T his paper studies the niche number of disjoint union of graphs and presents
some theorems and the niche number of important union graphs．

Key words  graph；union of graphs；Niche number；Niche graphs
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