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0 引 言

  多数教科书在建立多自由度振动系统运动微分方程时，都是利用传统的牛顿运动定律法、
拉格朗日法或影响系数法等⒀这几种方法在理论上虽然明确无误，但在运算过程中比较繁琐，
容易出错，且一旦出现错误，检查订正也较麻烦，特别是对于有分支机构的比较复杂的振动系
统更是如此⒀
  本文根据用传统方法获得的一般结论，用直接法找出其存在的规律性，建立运动微分方程
的各系数矩阵⒀这种方法具有简单明了，不易出错，易于检查等优点，特别是对于具有较复杂分
支机构的振动系统，更能体现优越性⒀

1 传统计算方法

  图1（ a）所示为具有 n个质量的有限多自由度振动系统的力学模型⒀图1（ b）为其脱离体
图⒀
  按牛顿第二运动定律，可得到一组线性方程组

    

m1x1＋（ c1＋c2） x1－c2x2＋（ k1＋k2） x1－k2x2＝F1（ t）
m2x2－c2x1＋（ c2＋c3） x2－c3x3－k2x1＋（ k2＋k3） x2－k3x3＝F2（ t）
              …        
m ixi－cixi－1＋（ ci＋ci＋1） xi－ci＋1xi＋1－k ix i－1＋（ k i＋k i＋1） x i－k i＋1x i＋1＝F i （ t）  

（1）
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（ a）

图1
（ b）

Fi（ t）
x i（ t）

. .
k i＋1（ x i＋1－x i）
c i＋1（ x i＋1－x i）. .

k i（ x i－x i－1）
c i（ x i－x i－1） m i

  其矩阵表达式为
［M ］｛X｝＋［C］｛X｝＋［K ］｛X ｝＝｛F （ t） ｝ （2）

  式中［M ］、［C］、［K ］分别为系统的质量（或称惯性）矩阵、阻尼矩阵和刚度矩阵；｛X｝，｛X｝
和｛X ｝分别为系统的加速度列阵、速度列阵和位移列阵；｛F （ t） ｝为激振力列阵⒀
  ［M ］、［C］和［K ］的一般形式为

［M ］＝

m11 m12 … … m1n

m21 m22 … … m2n

… … … … …
mn1 mn2 … … mnn

，

［C］＝

c11 c12 … … c1n

c21 c22 … … c2n

… … … … …
cn1 cn2 … … cnn

，

［K ］＝

k11 k12 … … k1n

k21 k22 … … k2n

… … … … …
kn1 kn2 … … knn

．  

（3）

  将式（3）与式（1）对照可得

15第1期      钟 越：多自由度振动力学模型直接构造运动微分方程系数矩阵的方法      



［M ］＝

m11 m12 … … m1n

m21 m22 … … m2n

… … … … …

mn1 mn2 … … mnn

＝

m1 0
m2

⋱
0 mn

，

［C］＝

c11 c12 … … c1n

c21 c22 … … c2n

… … … … …

cn1 cn2 … … cnn

＝

c1＋c2 －c2 0 0 0 … … …

－c2 c2＋c3 －c3 0 0 … … …

－c3 c3＋c4 －c4 0 … … …

… … … … … … … …

0 0 0 … … －cn－1 cn－1＋cn －cn
0 0 0 … … －cn cn＋cn＋1

，

［K ］＝

k11 k12 … … k1n

k21 k22 … … k2n

… … … … …

kn1 kn2 … … knn

＝

k1＋k2 －k2 0 0 0 … … …

－k2 k2＋k3 －k3 0 0 … … …

－k3 k3＋k4 －k4 0 … … …

… … … … … … … …

0 0 0 … … －kn－1 kn－1＋kn －kn
0 0 0 … … －kn kn＋kn＋1

，

．

（4）
  上式亦可由影响系数法求得，显然，利用牛顿第二运动定律等法建立系统运动微分方程及
列出各系数矩阵，比较麻烦，特别是对于具有较为复杂的分支机构系统，在运算中易于出错⒀

2 用直接法确定系数矩阵

  在式（4）中质量矩阵［M ］为对角阵，阻矩阵［C］及刚度矩阵［K ］均为对称矩阵，现说明其规
律⒀
2.1 质量系统构成对角阵之条件
  图2所示为一支承在二弹性元件 k1，k2上的质量为 m 的刚性系统，在微振动范围内作平
面运动，其质心 C 距二弹性元件的距离分别为 L1和 L2，J0为刚体通过质心并与图面垂直的轴
的转动惯量，o－o为其静平衡位置，设质心处作用有外力 F e 及外力矩 T e，该系统为两自由度
系统，现选取质心 C 至 o－o的距离 X c 及转角θ为广义坐标如图2（ a） ，应用平面运动微分方
程得

          
mxc＋k1（ x c－l1θ） ＋k2（ x c＋l2θ） ＝F c，
J cθ－k1l1（ x c－l1θ） ＋k2l2（ x c＋l2θ） ＝T e．

经整理后得
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图2

mxc＋（ k1＋k2） x c＋（ k2l2－k1l1） θ＝F c，
J cθ＋（ k2l2－k1l1） x c＋（ k2l22＋k1l21） θ＝T e．

写成矩阵形式为

m 0
0 J c

x
…
c

θ
＋

k1＋k2 k2l2－k1l2
k2l2－k1l1 k2l22＋k1l21

x c

θ
＝

F c

T c
．

由此知，质量系统构成对角阵⒀
  当广义坐标不取在质心 C 处而取在任一点D
时，如图2（ b） 所示，同上述并利用 k1L3＝k2L4可
得下列方程组

mxD＋meθ＋（ k1＋k2） x D＝FD，
mexD＋（ J C＋me2） θ＋（ k1l23＋k2l24） θ＝T D．
写成矩阵形式得

m me
me J c＋me2

xc
θ

＋
k1＋k2 0
0 k1l23＋k2l24

x D

θ

＝
FD

T D
．

此时，质量系统不能构成对角阵⒀
  由此可知，只有将系统各质量的质心作为广
义坐标的原点，则惯性矩阵中与各行相对应的各
质量才会构成对角阵［m ii］⒀
2.2 刚度矩阵构成对称阵的规律
  观察式 （4） ，刚度矩阵构成对称阵有如下规
律：
  （1） 刚度矩阵中，其主对角线上各项的元素，由连接到相应质量m i 上的所有弹簧刚度之和

 ∑n
i＝1

k ii表示⒀

  （2） 刚度矩阵中，非主对角线上的各非0项元素，由同时联接到相应质量 m i 和 m j 上的各

弹簧的等效刚度且前面冠以“一”号表示，即 ke＝ － ∑n
j ＝1，j≠i

k ij ，其在相应行中所处的列的位置与

弹簧所联另一端质量 m j 的序号相同⒀
  （3） 若弹簧的一端栓在固定的基础上，则此弹簧刚度只能出现在主对角线上⒀
2.3 阻尼矩阵与刚度矩阵具有相同的构成规律
  根据以上归纳的结果，可直接列出微分方程中各系数矩阵的计算步骤如下：
  （ a） 将广义坐标置于系统各质量的质心处，给系统各质量编号；给质量矩阵的行和列编
号；行列的编号要与质量编号相对应，令质量矩阵中非主对角线上的全部元素为0⒀
  （ b） 在刚度矩阵中，把连接质量m i 的全部弹簧的刚度之和，放入与其相应的主对角线的各
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元素中⒀
  （ c） 依次考虑各行，将相应主对角线上元素的各个弹簧刚度（一端联在基础上的弹簧除外）
取负号后写入相应的列中，该列的序号与本弹簧另一端所联质量的编号相同⒀考虑到矩阵的对
称性，只须先写出主对角线右上各项，再利用对称性使矩阵完整⒀
  （ d ） 阻尼矩阵按刚度矩阵同样步骤进行⒀

3 举 例

  图3所示为一具有较复杂分支机构的阻尼多自由度系统，按下述计算步骤⒀
  （1） 按步骤（ a） ：将坐标原点均选择在各质量的质心位置，将质量块编号，其质量矩阵为对

图3

角阵［m ii］⒀

M ＝

m1 0
m2

m3
0 m4

⒀

  （2） 按步骤（ b） ，（ c）和（ d ）写出刚度矩阵和阻尼矩阵

［K ］＝

k1＋k2＋k6＋k4 －k2 －k6 －k4
－k2 k2＋k3 －k3 0
－k6 －k3 k3＋k6＋k7 0
－k4 0 0 k4＋k5

 ，

［C］＝

c2＋c6＋c4 －c2 －c6 －c4
－c2 c2＋c3 －c3 0
－c6 －c3 c3＋c6＋c7 0
－c4 0 0 c4＋c5

 ⒀

4 结束语

  当系统中［C］＝0，F （ t ） ＝0时，将其代入矩阵表达式
（2）中得

［M ］｛X｝＋［K ］｛X ｝＝｛0｝⒀
  上式即为多自由度系统自由振动之运动微分方程，当方程的解为
      ｛X ｝＝｛A ｝ej ωnt时，可得 （ ［K ］－ω2n［M ］） ｛A ｝＝｛0｝．
  要使上式对｛A ｝有非0解，则须有
      det （ ［K ］－ω2n［M ］） ＝0⒀此即为系统的频率方程，将其展开后即可解得该多自由
度系统的各阶固有频率 ωni  （ i＝1，2，…） 并进而求得相应的各阶固有振型｛A ｝⒀而式中的
［K ］，［M ］等即可由上述“直接法”很方便的求得⒀ （下转第23页）
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Investigation and Analysis of the Drying Process
of the Bearing Dryer on Railway Trains

Wang Xiaoming

（ M echanical Engineering Department ）

Abstract  T he main focus of this paper is put firstly on the investigation of the drying pro-
cess of the bearing dryer on railw ay trains，secondly on the main factors which
bring interference upon drying speed．Based on this，a new drying process ap-
proach is provided．

Key words bearing drying；drying process
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