
关于对称结构固有频率的讨论

圣小珍

（土木工程系）
  摘 要 对称结构的特征问题（求固有频率和振型）可化简为对称和反对称半边结构的特

征问题来讨论，弄清楚各个固有频率应由哪半边结构来确定在理论上具有重要
意义⒚本文对此予以初步探讨并着重指出了判别对称结构的基频应由哪半边结
构决定的四个准则⒚
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0 引 言

  以图1（ a）所示平面刚架——集中质量系统为例⒀结构的刚度、几何尺寸、约束及质量关于
轴1—1对称⒀设该结构具有N 个自由度，广义坐标记为 qi （ i＝1，2，…，N ） ⒀凡不在对称线上的
处于对称位置的质量的广义坐标分别记为 ql，qN—l＋1（或 ql ，`qN—l ＋`1） （ l，l ＝`1，2，…，I，I ＞0） ，
且方向对称⒀对于位于对称线上的质量，其垂直于对称线的广义坐标记为 qm 或 qm （` m，m ＝`I
＋1，I＋2，…，I＋J，J≥0） ，而沿着对称线的广义坐标记为 qn 或 qn （` n，n ＝`I＋J ＋1，…，I＋J
＋L，L≥0） ⒀显然2I＋J＋L＝N ⒀对于如此选择的广义坐标，由结构动力学〔1〕或文献〔2〕知，结

图1 平面刚架
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构的振型由如下正对称振型

x＋＝ （ x＋1 ，x＋2 ，…，x＋
I ，0，0，…，0

J个
，x＋

I＋1，x＋
I＋2，…，x＋

I＋L，x＋
I ，x＋

I—1，…，x＋1 ） T （1）
和反对称振型

x—＝ （ x—1 ，x—2 ，…，x—
I ，x—

I＋1，…，x—
I＋J，0，0，…，0

L个
，— x—

I ，— x—
I—1，…，— x—1 ） T （2）

组成，而向量
（ x＋1 ，x＋2 ，…，x＋

I ，x＋
I＋1，…，x＋

I＋L ） T
和

（ x—1 ，x—2 ，…，x—
I ，x—

I＋1，…，x—
I＋J ） T

分别是由图1（ b）所示的正对称半边结构和图1（ c）所示的反对称半边结构所决定的振型⒀
  各阶固有频率应由哪个半边结构来确定，这是一个具有重要理论意义的问题⒀本文试图回
答这一问题，并着重指出了判别对称结构的基频应由哪半边结构决定的四个准则⒀

1 主要结果

  令［M ］，［K］，［δ］分别表示整个对称结构的质量矩阵、刚度矩阵和柔度矩阵，它们都是 N
×N 阶的；［M＋］，［K＋］，［δ＋］分别表示正对称半边结构的质量矩阵、刚度矩阵和柔度矩阵，它
们都是（ I＋L ） ×（ I＋L ）阶的；［M—］，［K—］，［δ—］分别表示反对称半边结构的质量矩阵、刚度
矩阵和柔度矩阵，它们都是（ I＋J ） ×（ I＋J ）阶的⒀又令整个结构的（圆）频率谱是●＝｛ω1≤ω2
≤…≤ωN ｝，正对称半边结构的频率谱是●＋＝｛ω＋1 ≤ω＋2 ≤…≤ω＋

I＋L ｝，反对称半边结构的频率
谱是●—＝｛ω—1≤ω—2≤…≤ω—

I＋J｝⒀显然●＋∪●—＝●⒀我们有
  定理1 设［δ］［M ］＝（ hij ） N×N的一切元素大于零，则ω1∈●＋⒀
  证 最低固有频率ω1和振型 x由下式决定

1
ω21［E］ — ［δ］［M ］ x＝0，   x∈ RN ， （3）

其中［E］是 N ×N 阶单位矩阵⒀设 xTx＝1，则〔3〕

1
ω21 ＝ xT ［δ］［M ］x≥ yT ［δ］［M ］y， （4）

其中 y是任意N 维向量，且 yTy＝1⒀令 x中大于或等于零的分量的脚标为 i＋，j ＋，小于零的分
量的脚标为 i—，j —，则有

1
ω21 ＝ xT ［δ］［M ］x＝∑

i＋
∑
j ＋

hi＋j ＋x i＋x j ＋ ＋

∑
i—
∑
j —

hi—j —x i—x j — ＋∑
i＋
∑
j —

hi＋j —x i＋x j — ＋∑
i—
∑
j ＋

hi—j ＋x i—x j ＋，

现取 y＝（ ｜x1｜，｜x2｜，…，｜x N｜） T ，显然 yTy＝1，且
R ＝ yT ［δ］［Μ］y＝∑

i＋
∑
j ＋

hi＋j ＋｜x i＋｜｜x j ＋｜＋∑
i—
∑
j —

hi—j —｜x i—｜｜x j —｜＋

∑
i＋
∑
j —

hi＋j —｜x i＋｜｜x j —｜＋∑
i—
∑
j ＋
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＝∑
i＋
∑
j ＋

hi＋j ＋x i＋x j ＋ ＋∑
i—
∑
j —

hi—j —x i—x j — —

 ∑
i＋
∑
j —

hi＋j —x i＋x j — —∑
i—
∑
j ＋

hi—j ＋x i—x j ＋⒀

故

R — 1
ω21＝—2∑

i＋
∑
j —

hi＋j —x i＋x j — —2∑
i—
∑
j ＋

hi—j ＋x i—x j ＋

＝2∑
i＋
∑
j —

hi＋j —｜x i＋｜｜x j —｜＋2∑
i—
∑
j ＋

hi—j ＋｜x i—｜｜x j ＋｜⒀
（5）

因此，只要有 i＋或 j ＋使得 x i＋≠0或 x j ＋≠0，则由式（5）便有 R＞1
ω21，这就违反了不等式（4） ⒀故

ω1对应的振型 x的分量必取同一符号或取零⒀而当ω1∈●—时，由式（2）知，对应的振型必有异
号的振型分量，故ω1∈●＋⒀
  定理2 设［M ］是对角阵，对一切 i≠j 有 k ij ＜0，此处 k ij是［K］的元素，则ω1∈●＋⒀
  证明方法与定理1类似，此处略⒀
  定理3 设N ＝2I ，即J ＝L ＝0，［M ］为对角阵⒀又令［G ］＝ （ k i，N—j ＋1） i＝1，2，…，I

j ＝1，2，…，I ，［H ］＝
（ k ij ） i＝1，2，…，I

j ＝1，2，…，I ⒀如果矩阵［G］常负，则ω＋
i ≤ω—

i （ i＝1，2，…，I ） ，特别有ω1∈●＋；如果矩阵［G］常
正，则ω＋

i ≥ω—
i （ i＝1，2，…，I ） ，特别有ω1∈●—⒀

  证明 不难验证，此时正对称半边结构的质量矩阵［M＋］与反对称半边结构的质量矩阵
［M—］是相等的，而它们的刚度矩阵分别为

［K＋］ ＝ ［H］ ＋ ［G］，
［K—］ ＝ ［H］ — ［G］⒚

 （ ［G］是对称的） （6）
考察特征问题

（ — ω2［M＋］ ＋ ［H］ ＋ ［G］） u＝0，  u∈ R I， （7）
（ — ω2［M—］ ＋ ［H］ — ［G］） u＝0，  u∈ R I⒀ （8）

上两式可合写成为

（ — ω2［M＋］ ＋ ［H］ ＋ η［G］） u＝0⒀  u∈ R I （9）
其中η是参数⒀η＝1则得式（7） ，η＝—1则得式（8） ⒀由式（9）求出的第 i 个固有频率ω2i 显然是
η的函数，对应的振型 ui 是η的函数⒀即ω2i ＝ω2i （ η） ，ui＝ui （ η） ，于是式（9）成为

（ — ω2i （ η） ［M＋］ ＋ ［H］ ＋ η［G］） ui （ η） ＝0⒀ （10）
把式（10）两边转置得

uTi （ η） （ — ω2i （ η） ［M＋］ ＋ ［H］ ＋ η［G］） ＝0⒀ （11）
式（10）两边对η求导得

— dω2i （ η）dη ［M＋］ ＋ ［G］ ui （ η） ＋ （ — ω2i （ η） ［M＋］ ＋ ［H］ ＋ η［G］） dui （ η）dη ＝0⒀

上式两边左乘 uTi （ η） ，并注意式（11）有
uTi （ η） — dω2i （ η）dη ［M＋］ ＋ ［G］ ui （ η） ＝0⒀
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即
dω2i （ η）dη ＝ uTi （ η） ［G］ui （ η）

uTi （ η） ［M＋］ui （ η） ⒀ （12）
由此可知，当［G］常负时，dω2i （ η）dη ≤0，从而ω2i （ —1） ≥ω2i （1） ，即由式（7）决定的第 i 个固有频率

比由式（8）决定的第 i 个固有频率来得小，故ω1∈●＋⒀当［G］为常正时，dω2i （ η）dη ≥0，从而ω2i （ —
1） ≤ω2i （ ＋1） ，即由式（7）决定的第 i 个固有频率比由式（8） 决定的第 i 个固有频率来得大，故
ω1∈●—⒀

  定理4 设∑N
i＝2

1
ω2i ＜1

ω21成立（对实际中的大多数结构，此条件确实成立） ，则ω1∈●＋（ ●—）
的充要条件是

tr （ ［δ＋］［M＋］） ＞ （ ＜） tr （ ［δ—］［M—］） ， （13）
此处 tr （ ［A］）表示矩阵［A］的迹，即主对角元素之和⒀
  证明 因为ωi，ω＋

i ，ω—
i 分别满足下列三式

1
ω2i ［E］ — ［δ］［M ］ ＝0，

1（ ω＋
i ）2［E］ — ［δ＋］［M＋］ ＝0，

1（ ω—
i ）2［E］ — ［δ—］［M—］ ＝0⒀

故

∑N
i＝1

1
ω2i ＝ tr （ ［δ］［M ］） ，

∑I＋L

i＝1
1（ ω＋
i ）2 ＝ tr （ ［δ＋］［M＋］） ，

∑I＋J

i＝1
1（ ω—
i ）2 ＝ tr （ ［δ—］［M—］） ⒀

如果ω1∈●＋，则

tr （ ［δ＋］［M＋］） ＝∑I＋L

i＝1
1（ ω＋
i ）2≥

1
ω21 ＞∑N

i＝2
1
ω2i ≥∑

I＋J

i＝1
1（ ω—
i ）2，

即 tr （ ［δ＋］［M＋］） ＞ tr （ ［δ—］［M—］） ⒀ （14）
反过来，如果式 （14） 成立，则有 ω1∈●＋⒀否则 ω1∈●—，将推出 tr （ ［δ＋］［M＋］） ＜tr （ ［δ—］
［M—］） ，与式（14）矛盾⒀
  举例
  如图2所示三铰刚架，选择广义坐标 q1，q2，q3，q4⒀其正对称半边结构的质量矩阵和柔度矩
阵分别是

［M＋］＝
m 0
0 m2

，   ［δ＋］＝ml3EI
 16 —14
—14  1

⒀

反对称半边结构的质量矩阵和柔度矩阵分别是
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图2 三铰刚架

［M—］＝
m 0
0 m2

，   ［δ—］＝ml3EI
53 52
52 4

⒀

于是 tr （ ［δ＋］［M＋］） ＝23ml3EI ，tr （ ［δ—］［M—］） ＝113ml3EI ；因

此由定理4知此结构的最低固有频率ω1∈●—，即由反对
称半边结构决定⒀可以算出，

ω＋1 ＝1.316 EI
ml3， ω＋2 ＝3.333 EI

ml3⒀

ω—1 ＝0.526 EI
ml3， ω—2 ＝4.152 EI

ml3⒀

2 结束语

  本文给出了判别对称结构的基频由哪半边结构决定
的四个准则⒀由于对称（或近似对称）的结构在工程上是广泛存在的，故不论是从理论上还是从
工程应用上来讲，本文的结果是有价值的⒀
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Discussion about the Natural Frequencies of
a Symmetric Structure

Sheng Xiaozhen
 

（ Civil Engineering Department ）
Abstract  It is w ell known that the eigen-problem of a symmetric structure can be solved

by solving the eigen-problems of its tw o half structures．It is theoretically im-
portant to understand which half structure should be taken into account to cal-
culate a natural frequency．And it is discussed w ith propounding of the four cri-
teria to decide which half structure determines the first or the lowest natural
frequency．

Key words natural frequency；modal vector；symmetric structure
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