
图的符号控制数*

于崇智 徐保根

（基础课部）
  摘 要 图 G＝（ V，E ）的顶点集 V 上定义一个二值函数 f 燊V→｛－1，1｝，若在任何一个顶

点 v 的闭邻域 N ［v］上函数值的和至少是1，即v∈V，f （ N ［v］） ≥1，则称 f 是
G 的一个符号控制函数⒀符号控制函数的权重定义为 f （ V ） ＝∑

v∈V
f （ v ）⒀图 G 的

符号控制数等于 G 的一个符号控制函数的最小权重，记为γS （ G ）⒀本文建立了几
类图的符号控制数的精确值，并讨论了γS （ G ）的界⒀

  关键词 图；图的符号控制函数；符号控制数
  分类号 O157.5

  设图 G＝（ V，E ）⒀v∈V，v 的开邻域是与 v 相邻接的顶点集合，即 N （ v ）＝｛u｜uv∈E｝⒀称
N （ v ） ∪｛v｝为 v 的闭邻域，记为N ［v］⒀对一顶点子集 S⊆V，S 的开邻域是N （ S ）＝∪

v∈S
N （ v ）⒀同

样 N （ S ） ∪S 称为 S 的闭邻域，记为 N｜S｜⒀若 G 中一个顶点集 D⊆S，使 N ［D］＝V，则称 D 是
G 的一个控制集⒀
  在 G 的顶点集 V 上定义一个二值函数 f 燊V→｛－1，1｝，若在任何一个顶点 v 的闭邻域 N
［v］上函数值的和至少是1，即v∈V，f （ N ［v］） ≥1，则称函数 f 是 G 的一个符号控制函数
（ signed dominating function）⒀一个符号控制函数的权重是 f （ V ）＝∑

v∈V
f （ v ）⒀图 G 的符号控制

数定义为 G 的符号控制函数的最小权重，即γS （ G ） ＝min｛f （ V ）燊f 是 G 的符号控制函数｝⒀ 
 用｜x｜表示不小于 x 的最小整数，｜x｜表示不大于 x 的最大整数⒀本文中没有定义的术语和
符号均见文献［3］⒀

  定理1 对完全图 K n，γS （ K n）＝ 1，  当 n为奇数，
2，  当 n为偶数⒀

  证明 设 f 是 K n的任何一个最小符号控制函数，即使得 f （ V ）＝γS （ K n）⒀记 P 和 M 分别
是在函数 f 下分配值为1和－1的顶点集合⒀显然｜P｜＋｜M｜＝n⒀由定义，v∈V，f （ N ［v］） ≥
1，故 f （ V ）＝f （ N ［v］）＝｜P｜－｜M｜≥1⒀从而有

｜P｜≥1＋｜M｜＝1＋ n －｜P｜，
于是得 ｜P｜≥ n＋12 ，   ｜M｜＝n－｜P｜≤ n－12 ⒀
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  因此，γS （ K n）＝f （ V ）＝｜P｜－｜M｜≥ n＋12 － n－12 ⒀由符号控制数定义，对 K n 的任何

一个符号控制函数 g，γS （ K n） ≤g （ V ）⒀将 K n 中
n＋12 个顶点分配值1，余下 n－12 个顶点赋

值－1，显然这个函数是 K n的一个符号控制函数，故

γS （ K n） ≤ n ＋12 － n －12 ⒀

两不等式联立，得     γS （ K n）＝ n＋12 － n－12 ⒀

当 n＝2k＋1时     γS （ K n）＝γS （ k2k＋1）＝ 2k＋22 － 2k2｜＝1⒀

当 n＝2k 时    γS （ K n）＝γS （ K2k ）＝ 2k＋12 － 2k－12 ＝2⒀

  定理2 若 v 为图 G 的一个悬挂点，与 v 相邻接的点设为 u，则在 G 的任何一个符号控制
函数上，v 和 u上分配的值必等于1⒀
  证明 设 f 是 G 的任何一个符号控制函数，如果 f （ v ）＝－1或者 f （ u）＝－1，则

f （ N｜v｜） ＝ f （ v ） ＋ f （ u） ＜1，
这与 f 是 G 的符号控制函数矛盾⒀
  定理3 星图 K1，m的符号控制数γS （ K1，m）＝m＋1⒀
  证明 由定理2，星图中的任何一点都是悬挂点或是与悬挂点邻接的点，故每个顶点必分
配值1⒀
  对二分图 K m，n（ n≥m≥2），有下列二个定理：
  定理4 当 m＝2、3时，

γS （ K m，n） ＝
m，   当 n为偶数，
m ＋1， 当 n为奇数⒀

  证明 K m，n的顶点集中两个分割集，设为 X 和 Y，｜X｜＝m，｜Y｜＝n，在 K m，n中所有最小符

号控制函数中，设 f 是将值－1分配给 Y 的顶点尽可能多的一个函数⒀在函数 f 下，X ＋、X －分

别表示 X 中被分配值1和－1的顶点集合⒀同样可类似定义 Y＋和 Y－．显然
      γS （ K m，n）＝f （ V ）＝｜X ＋｜－｜X －｜＋｜Y＋｜－｜Y－｜⒀
  先证 X －＝●⒀用反证法，若 X －≠●，则存在 u∈X ，使 f （ u）＝－1⒀因 m＝2、3，为使 f 是
最小符号控制函数，必有 Y－＝●⒀事实上，若存在 v∈Y－，即 f （ v ）＝－1，则
      f （ N｜v｜）＝f （ v ）＋f （ X ）

＝－1＋｜X ＋｜－｜X －｜≥1⒀
故｜X ＋｜－｜X －｜≥2⒀因 X －≠●，｜X －｜≥1⒀两式相加｜X ＋｜≥3⒀这和｜X ＋｜＋｜X －｜＝m＝2、3矛
盾，所以 Y－＝●，Y＝Y＋⒀
  在 K m，n上另外定义一个符号控制函数 g：

g （ u） ＝1，
g （ v ） ＝－ f （ v ） ＝－1， v ∈ Y，
g （ω） ＝ f （ω），     其它⒀

显然 g （ V ）＝f （ V ）＝γS （ K m，n），g 是 K m，n的最小符号控制函数，但在 Y 中，g 比 f 多一个赋值为
－1的顶点 v，与 f 假设矛盾，所以 X －＝●⒀
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  因 X －＝●，X ＝X ＋⒀u∈X ，f （ u）＝1，且 f （ N｜u｜） ≥1，即
f （ N｜u｜） ＝ f （ u） ＋ f （ Y ） ≥1⒀

所以，f （ Y ）＝｜Y＋｜－｜Y－｜≥0⒀又因｜Y｜＝｜Y＋｜＋｜Y－｜＝n，故

｜Y＋ ｜≥ n2， ｜Y－ ｜≤｜n2｜⒀
因γS （ K m，n）＝f （ V ）＝｜X ＋｜＋｜Y＋｜－｜Y－｜，故有

γS （ K m，n） ≥ m ＋ n2 － n2 ⒀

当 n为偶数，γS （ K m，n） ≥m，当 n为奇数，γS （ K m，n） ≥m＋1⒀

  在 K m，n上另取一顶点赋值函数 h：X 中顶点分配值1，Y 中［ n2］个顶点赋值1，其余［ n2］个

顶点赋值－1⒀可直接验证函数 h是 K m，n的一个符号控制函数⒀由定义

γS （ K m，n） ≤ h（ V ） ＝ m ＋ n2 － n2 ⒀

将两不等式联立可得结论⒀
  定理5 当 n≥m≥4时，

      γS （ K m，n）＝
4，  当 m，n均为偶数，
5，  当 m，n中一个为奇数，一个为偶数，
6，  当 m，n均为奇数⒀

  证明 （1） 当 m，n均为偶数，X 、Y、X ＋、X －、Y＋、Y－均如上定理所设，取 K m，n顶点集上的

一个赋值函数 f 燊
    f （ x2i－1）＝1， f （ x2i ）＝－1，  （ i＝1，2，…，m2－1），
    f （ x m－1）＝f （ x m）＝1；

    f （ y2i－1）＝1， f （ y2i ）＝－1，  （ i＝1，2，…，n2－1），
    f （ y n－1）＝f （ y n）＝1⒀
其中 X ＝｛x1，x2，…，x m｝，Y＝｛y1，y2，…，y n｝．可直接验证 f 是 K m，n的一个符号控制函数⒀由定
义，γS （ K m，n） ≤f （ V ）＝｜X ＋｜－｜X －｜＋｜Y＋｜－｜Y－｜＝4⒀
  设 g 是 K m，n的一个最小符号控制函数，即γS （ K m，n）＝g （ V ）⒀因 m≥4，故 X －≠●⒀存在 x
∈X －，使 g （ N ［x ］） ≥1，则 g （ N ［x ］）＝g （ x ）＋g （ Y ）＝g （ x ）＋｜Y＋｜－｜Y－｜≥1
即 ｜Y＋｜－｜Y－｜≥2⒀另外由于｜Y＋｜＋｜Y－｜＝n，两式联立解得

｜Y＋ ｜≥ n2＋1， ｜Y－ ｜≤ n2－1⒀

同理可证    ｜X ＋｜≥m2＋1， ｜X －｜≤m2－1⒀

于是   γS （ K m，n）＝g （ V ）＝｜X ＋｜－｜X －｜＋｜Y＋｜－｜Y－｜≥4⒀
两不等式联立，证毕⒀
  （2） 当 m，n中一个为奇数，一个为偶数⒀不妨设 m 为奇数，m＝2s＋1⒀在 K m，n顶点上取赋

值函数 f 燊
  在 X ＝｛x1，x2，…，x m｝上，取 f （ x1）＝f （ x2）＝f （ x3）＝1，f （ x4）＝f （ x6）＝…＝f （ x m－1） ＝
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1，f （ x5）＝f （ x7）＝…＝f （ x m）＝－1；
  在 Y＝｛y1，y2，…，y n｝上，取 f （ y1）＝f （ y2）＝1，f （ y3）＝f （ y5）＝…＝f （ y n－1）＝1，f （ y4）＝
f （ y6）＝…＝f （ y n）＝－1⒀
  可验证 f 是 K m，n的一个符号控制函数⒀由定义知γS （ K m，n） ≤f （ V ）＝5⒀
  另设 h是 K m，n的一个最小符号控制函数⒀因 m≥4，Y－≠●．设 y∈Y－，则
1≤ h（ N ［y］） ＝ h（ y ） ＋ h（ X ） ＝ h（ y ） ＋｜X ＋ ｜－｜X － ｜＝－1＋｜X ＋ ｜－｜X － ｜，

得｜X ＋｜－｜X －｜≥2．又因｜X ＋｜＋｜X －｜＝｜X｜＝m＝2s＋1，两式联立知

｜X ＋ ｜≥12（2s ＋3）， ｜X － ｜≤12（2s －1）⒀
因｜X ＋｜，｜X －｜必为整数，故 ｜X ＋｜≥s＋2， ｜X －｜≤s－1⒀
同理可证｜Y＋｜－｜Y－｜≥2，所以 γS （ K m，n）＝h（ V ）＝｜X ＋｜－｜X －｜＋｜Y＋｜－｜Y－｜≥5⒀两不等
式联立，即得结论⒀
  （3） 当 m，n均为奇数时，可类似证出⒀
  定理6 对阶为 n的任何图 G， γS （ G ） ≤n⒀
  证明 将 G 的任一顶点分配值1，这个函数显然是 G 的一个符号控制函数，由定义

γS （ G ） ≤ f （ V ） ＝∑
v∈V

f （ V ） ＝ n

  这个上界是可以达到的，例如星图 K1，m有γS （ K1，m）＝m＋1⒀

  定理7 对阶为 n的 k－正则图 G， γS （ G ） ≥ n
k＋1⒀

  证明 设 f 是 G 的一个最小符号控制函数，即γS （ G ）＝f （ V ）⒀考察和式 N ＝∑∑f （ u），
这里外层和是对所有顶点 v∈V 来取的，内层和是对所有的 u∈N ［v］来取的⒀u∈V，这个和
N 把值 f （ u）精确地计算了（ d （ u）＋1）次，故

N ＝∑
u∈V
｜d （ u） ＋1｜f （ u） ＝ （ k ＋1）∑

u∈V
f （ u） ＝ （ k ＋1） f （ V ）⒀

另一方面     N ＝∑
v∈V
∑

u∈N｜v｜f （ u）＝∑u∈V
f （ N｜v｜） ≥∑

v∈V
1＝n

所以有      γS （ G ）＝f （ V ） ≥ n
k＋1⒀

  这个下界同样可以达到⒀例如完全图 K n，取 n＝3，γS （ K3）＝1，但 k＝2，而 n
k＋1＝1⒀

  Dunbar 等人证明，对整数 n≥2的路 P n，γS （ P n）＝n－2 n－23 ，对圈图 Cn有类似结论⒀

  定理8 对阶为 n≥3的圈图 Cn， γS （ Cn）＝n－2 n－23 ⒀

  证明 因 Cn 是2－正则图，由定理7，γS （ Cn） ≥ n3 ⒀下面按顶点数 n为3k，3k＋1和3k＋2
三种情况分别进行讨论⒀
  （1） 当 n＝3k⒀

  γS （ C3k ） ≥ 3k3 ＝k⒀取 C3k的一个顶点赋值函数 f ：

f （ v3i－2） ＝ f （ v3i ） ＝1，
f （ v3i－1） ＝－1，

   （ i ＝1，2，…，k ）⒀
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  可以直接验证，v j∈V （ C3k ），f （ N ［v j ］） ≥1（ j ＝1，2，…，3k ）⒀故 f 是 C3k的一个符号控制
函数．由定义，

γS （ C3k ） ≤ f （ V ） ＝ k⒀
将两不等式联立可得

γS （ C3k ） ＝ k ＝3k －23k －23 ⒀

  （2） 当 n＝3k＋1⒀

  γS （ C3k＋1） ≥｜3k＋13 ｜＝k＋1⒀取 C3k＋1的一个顶点赋值函数 f ：

f （ v3i－2） ＝ f （ v3i ） ＝1，
f （ v3i－1） ＝－1，
f （ v3k＋1） ＝1⒀

 （ i ＝1，2，…，k ） ，

可直接验证，v j∈V （ C3k＋1），f （ N｜v j｜） ≥1（ j ＝1，2，…，3k＋1）⒀故 f 是 C3k＋1的一个符号控制
函数，由定义得

γS （ C3k＋1） ≤ f （ V ） ＝ k ＋1⒀
从两不等式联立知

γS （ C3k＋1） ＝ k ＋1＝3k ＋1－23k －13 ⒀

  （3） 当 n＝3k＋2⒀

  γS （ C3k＋2） ≥ 3k＋23 ＝k＋1⒀但γS （ C3k＋2） ＝k＋1是不可能的，若不然设 g 是 C3k＋2的一个

最小符号控制函数，γS （ C3k＋2）＝g （ V ）＝k＋1⒀g 下分配值为1和－1的顶点集合分别记为 P 和
M，显然有

｜P｜＋｜M｜＝｜V｜＝3k ＋2，
｜P｜－｜M｜＝ g （ V ） ＝ k ＋1，

（1）
（2）

解之得

｜P｜＝ 4k ＋32
因｜P｜必为整数，故取值2k＋1或2k＋2⒀将｜P｜的这二值代入式（1），求出｜M｜值分别为 k＋1或
k⒀但这两组解均不满足式（2），所以方程组无解，γS （ C3k＋2） ≠k＋1，故γS （ C3k＋2） ≥k＋2⒀
  同样取 C3k＋2的一个顶点赋值函数 f ：

f （ v3i－2） ＝ f （ v3i ） ＝1，
f （ v3i－1） ＝－1，

   （ i ＝1，2，…，k ） ，

f （ v3k＋1） ＝ f （ v3k＋2） ＝1⒀
可直接验证 f 是 C3k＋2的一个符号控制函数，由定义得

γS （ C3k＋2） ≤ f （ V ） ＝ k ＋2⒀

联立两不等式知 γS （ C3k＋2）＝k＋2＝3k＋2－23k3 ⒀

（下转第67页）
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Signed Domination Number in Graphs
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Abstract A two-valued function f defined on the vertices of a graph G ＝ （ V，E ），f 燊V →
｛－1，1｝，is a signed dominating function，such that for every v ∈ V，f （ N｜V｜）
≥1．T he weight of a signed dominating function is f （ v ） ＝∑

v∈V
f （ v ） ．T he

signed domination number of a graph G ，denoted γS （ G ） ，equals the minimum
weight of a signed dominating function of G ．In this paper，we establish its val-
ue for some classes of graphs，and discuss the bounds of γS （ G ） ．

Key words graph；signed dominating function；signed domination number
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