
φ序 Lipschitz算子的不动点定理
及其迭代逼近

盛 梅 波
 

（基础课部）
    

董 祥 南
 

（江西师大数学系）
  摘 要 定义了φ序 Lipschitz算子，利用构造迭代收敛序列的方法讨论这类算子的不动

点存在性问题，得出几个不动点定理，并讨论了其迭代逼近⒚
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0 引 言

  序是数学中的重要概念之一，数学的许多分支中有由序定义派生的概念，增算子就是其中
之一，对增算子有许多细致的研究，建立了许多不动点存在定理，见文献［3～10］，但在这些结
论中，连续型和紧性条件是两个基本条件，而这两个条件的验证是不方便的或很难满足，特别
是在用算子理论考察无界域上的非线性积、微分方程时困难更大⒀
  笔者先给出一类新的序算子φ序 Lipschitz 算子的定义，在凸锥导出的半序 Banach 空间
框架下，利用构造收敛序列的方法研究其不动点存在性问题，在较弱的序条件下得出几个不动
点定理，并讨论了其迭代逼近⒀

1 预备知识和基本定义

  以下总假定E 是实Banach 空间，D 是E 中非空子集，P 是E 中正规锥，其正规常数为N ，
≤是由 P 诱导的 E 上半序，即 x≤y 当且仅当 y－x∈P⒀设 u0∈E，v0∈E，记

BS A （ D ） ＝｛x ∈ D｜x ≤ A x｝，US A （ D ） ＝｛x ∈ D｜A x ≤ x｝⒀
另外，用 D v0u0表示具有下界 u0和上界 v0的集合 D，即x∈D，u0≤x≤v0⒀

定义1［4，5］ 设算子 A ：D→E，称 A 为 D 上增算子，如果x1，x2∈D，当 x1≤x2，有
A x1≤ A x2 （1）

  定义2［4，5］ 设算子 A ：D→E，称 A 为 D 上凹算子，如果t∈［0，1］，x，y∈D，当 x≤y，则
A ［tx＋（1－t） y］≥tA x＋（1－t） Ay （2）
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称 A 为 D 上凸算子，若t∈［0，1］，x，y∈D，当 x≤y，则
A （ tx ＋ （1－ t） y ） ≤ tA x ＋ （1－ t） A y （3）

  定义3 设算子 A ：D→E，如果存在二元泛函φ（ x，y ） ：D×D→R＋＝［0，＋∞），满足φ（ x，
y ） ≤‖x－y‖，x，y∈D，且有 x≤y，则

A y － A x ≤φ（ x，y ） （ y － x ） （4）
称 A 为 D 上的φ序 Lipschitz算子，φ（ x，y ）称为算子 A 的特性泛函⒀   
  显然，x∈D ，φ（ x，y ）＝0⒀
  注1 若 sup｛φ（ x，y ） ｜x，y∈D｝＜1，则称 A 为 D 上φ序压缩算子⒀
  定义4 设算子 A ：D→E，称 A 在θ处是弱闭的，如果任意 D 中弱收敛序列｛x n｝∞

n＝0，恒有

（ I－A ） x n＝A x n→ωθ，其中→ω表示点列的弱收敛⒀

2 主要结果及其证明

  定理1 设 D 是 E 中闭子集，A ：D→D 是增的φ序 Lipschitz算子，如果

（ k1）  ∃x0∈ BS A （ D ），使‖A x0 － x0‖＜1N ⒀      

则 A 在 D 上存在不动点 x*，作迭代序列 x n＝A x n－1（ n≥1），有误差估计式
‖A x0 － x*‖≤ （ N‖A x0 － x0‖） n

N － N2‖A x0 － x0‖ （5）
  证明 设｛x n｝∞

n＝0是定理中所述序列，则｛x n｝∞
n＝0是一 Cauchy 序列⒀事实上，由于 A 是增算

子，易知｛x n｝∞
n＝0是单调递增的⒀又 A 是φ序 Lipschitz算子，故有

θ≤ x n＋1 － x n ＝A x n － A x n－1≤
φ（ x n，x n－1） （ x n － x n－1） ≤
‖x n － x n－1‖（ x n － x n－1）

由 P 是 E 的正规锥，则有
‖x n＋1 － x n‖≤ N‖x n － x n－1‖2 （6）

另外，条件（ k1）成立，利用数学归纳法得
‖x n－1 － x n‖≤N1＋21＋…＋2n－1‖x1 － x0‖2n

＝ N2
n－1‖x1 － x0‖2n

＝
1
N （ N‖A x0 － x0‖）2n

＜1N （ N‖A x0 － x0‖） n
对任意自然数 n与 m，有

‖x n＋m － x n‖≤∑m－1

i ＝0
‖x n＋i－1 － x n＋i‖＜∑m－1

i ＝0
1
N （ N‖A x0 － x0‖） n＋i ＝

（ N‖A x0 － x0‖） n
N ∑m－1

i ＝0
（ N‖A x0 － x0‖） i ≤ （ N‖A x0 － x0‖） n

N （1－ N‖A x0 － x0‖） （7）
因 N‖A x0－x0‖＜1，从而｛x n｝∞

n＝0是 E 中 Cauchy 序列，故∃x*∈E，使lim
n→∞

x n＝x*，又 D 是闭
集，故 x*∈D⒀则 x*是 A 在 D 上的不动点⒀事实上，｛x n｝∞

n＝0是 D 中单调递增收敛于 x*的序
列，则对n，x n≤x*，于是 x n＋1＝A x n≤A x*，从而 θ≤A x*－x n＋1＝A x*－x n≤φ（ x*，x n） （ x*
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－x n） ≤‖x*－x n‖（ x*－x n）⒀即而有‖x n＋1－A x*‖≤N‖x*－A x n‖2即当 n→∞时，x n＋1
→A x*，由极限的唯一性可知 A x*＝x*⒀
  另外，在（7）中令 m→∞可推出（5）式⒀
  注2 A 是满足定理1的条件且有两个可比较互异的不动点 x*、y*，则‖x*－y*‖≥1⒀
  注3 在定理1的条件，作迭代

y n ＝1n∑
n－1

i ＝0
A ix0

则序列｛y n｝∞
n＝1强收敛于算子的不动点且有误差估计式

‖y n － x*‖≤1n 1（1－ N‖A x0 － x0‖）2
  注4 定理1中条件（ k1）可换成

（ k2）  x0∈ US A （ D ），‖A x0 － x0‖＜1／N
其结论仍然成立⒀
  定理2 设 D 是 E 中闭凸子集，算子 A ：D v0u0→D v0u0是凹增的φ序 Lipschitz算子，A 在θ处
是弱闭的，BS A （ D ） ≠●⒀则 A 在D 中有不动点，并且 A 的 Ishikawa弱迭代式强收敛于算子的
不动点⒀

  证明 取β∈（0，1），｛αn｝∞
n＝0⊂（0，1）⒀使∑∞

i ＝0
αn收敛⒀D 是闭凸集，BS A （ D ） ≠∅，构造 A 的

Ishikawa迭代格式：
x0∈BS A （ D ）；
y n ＝（1－ β） x n ＋ βA x n   n ＝0，1，2，…

x n＋1 ＝（1－ αn） x n ＋ αnA y n  n ＝1，2，3，…
（8）

显然，x n、y n∈D，利用数学归纳法可得
      ① x n∈BS A （ D ），y n∈BS A （ D ）  n≥0；   ②y n≤y n＋1 n≥0；

③x n≤x n＋1 n≥0； ④x n≤y n n≥0⒀
  事实上，x0∈BS A （ D ），x0≤A X0，A 是增算子，A2x0≥A x0≥x0，从而

A y0 － y0 ＝A ［（1－ β） x0 ＋ βA x0］ － y0≥ （1－ β） A x0 ＋ βA2x0 － y0 ＝
（1－ β） （ A x0 － x0） ＋ β（ A2x0 － A x0） ≥θ

即 Ay0≥y0，则 A2y0≥Ay0≥y0
A x1 － x1 ＝A ［（1－ α0） x0 ＋ α0A y0］ － x1≥ （1－ α0） A x0 ＋ α0A2y0 － x1 ＝

（1－ α0） （ A x0 － x0） ＋ α0（ A2y0 － A y0） ≥θ
则 x1∈BS A （ D ）⒀设 x k∈BS A （ D ），y k∈BS A （ D ）⒀

A x k＋1 － x k＋1 ＝A ［（1－ αk ） x k ＋ αkA y k］ － x k＋1≥ （1－ αk ） A x k ＋ αkA2y k － x k＋1 ＝
（1－ αk ） （ A x k － x k ） ＋ αk （ A2y k － A y k ） ≥θ

A y k＋1 － y k＋1 ＝A ［（1－ β） x k＋1 ＋ βA x k＋1］ － y k＋1≥ （1－ β） A x k＋1 ＋ βA2x k＋1 － y k＋1 ＝
（1－ β） （ A x k＋1 － x k＋1） ＋ β（ A2x k＋1 － A x k＋1） ≥θ

因此，x k＋1，y k＋1∈BS A （ D ），故式①成立
y n＋1 － y n ＝（1－ β） x n＋1 ＋ βA x n＋1 － （1－ β） x n － βA x n ＝
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（1－ β） （ x n＋1 － x n） ＋ β（ A x n＋1 － A x n）
x n＋1 － x n ＝（1－ αn） x n ＋ αnA y n － x n ＝ αn｛A ［（1－ β） x n ＋ β（ A x n］ － x n｝≥

αn［（1－ β） A x n ＋ βA2x n － x n］
当 n＝0时，y0－x0＝β（ A x0－x0） ≥θ，即 Ay0≥A x0≥x0，从而 x1－x0＝（1－α0） x0＋α0Ay0－x0＝
α0（ Ay0－x0） ≥θ，则 x1≥x0⒀设 x k≤x k＋1，即

A x k ≥ A x k＋1，x k＋2 － x k＋1≥αk＋1［（1－ β） A x k＋1 ＋ βA2x k＋1 － x k＋1］≥θ
故 x k＋1≤x k＋2，从而式③成立，类似式②成立，又

y n － x n ＝ （1－ β） x n ＋ βA x n － x n ＝ β（ A x n － x n） ≥θ
从而式④成立
  下面证明序列｛x n｝∞

n＝0，｛y n｝∞
n＝0均是 Cauchy 序列⒀

y n － y n－1 ＝ （1－ β） x n ＋ βA x n － （1－ β） A x n－1 － βA x n－1 ＝
（1－ β） （ x n － x n－1） ＋ β（ A x n － A x n－1） ≤ ［（1－ β） ＋ β‖x n － x n－1‖］（ x n － x n－1）

x n － x n－1 ＝（1－ αn） x n ＋ αnA y n － x n ＝ αn（ A y n － x n） ≤αn（ v0 － u0）
其中由于 x n，Ay n∈D v0u0⒀

对n，m θ≤ x n＋m － x n ＝∑m－1

i ＝0
（ x n＋i＋1 － x n＋i ） ≤∑m－1

i ＝0
αn＋i （ v0 － u0）

从而‖x n＋m － x n‖≤ N‖∑m－1

i ＝0
αn＋i （ v0 － u0） ‖ ≤ N‖v0 － u0‖ ∑m－1

i ＝0
；αn＋i ⒀又∑∞

i ＝0
αi 收敛，则  

∑m－1

i ＝0
αn＋i →0（ n→∞），‖x n＋m － x n‖→0，因此｛x n｝∞

n＝0是 Cauchy 序列⒀         

另外  ‖x n＋m－x n‖≤Nαn‖v0－u0‖，
  y n－y n－1≤（1－β＋β‖x n－x n－1‖） （ x n－x n－1） ≤（1－β＋βNαn‖v0－u0‖） （ x n－x n－1）

y n＋m － y n ＝∑m－1

i ＝0
（ y n＋i＋1 － y n＋i ） ≤∑m－1

i ＝0
（1－ β＋ βN αn＋i‖v0 － u0‖） （ x n＋i － x n＋i－1）

则 ‖y n＋m － y n‖≤N∑m－1

i ＝0
（1－ β＋ βN αn＋i‖v0 － u0‖） ‖x n＋i － x n＋i－1‖≤

N∑m－1

i ＝0
（1－ β＋ βN αn＋i‖v0 － u0‖）αn＋i‖v0 － u0‖≤

N （1－ β） ‖v0 － u0‖ ∑m－1

i ＝0
αn＋i ＋ βN2‖v0 － u0‖2 ∑m－1

i ＝0
α2n＋i

当 n→∞时，‖y n＋m－y n‖→0，那么｛y n｝∞
n＝0是一 Cauchy 序列，从而分别存在 p，q∈D，使lim

n→∞
x n

＝p，lim
n→∞

y n＝q，则 p＝q且 Ap＝p⒀
  事实上，x n≤x n＋1，x n→p，从而 x n≤p，即 A x n≤Ap，则

θ≤ A p － A x n≤‖p － x n‖（ p － x n）
故 A x n→Ap⒀同理 Ay n→A q（ n→∞），又 A 在θ处弱闭，故（ I－A ） x n→ωθ，即 x n→A x n→ωθ，由于
y n－x n＝β（ A x n－x n） →ωθ，另外 y n－x n→q－p，因此 p＝q⒀
  由（8）式知 q＝（1－β） p＋βA p⒀故 Ap＝p⒀
  定理3 设 D 是 E 中闭凸子集，A ：D v0u0→D v0u0是凸增φ序 Lipschitz 算子，A 在θ处弱闭，
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US A （ D ） ≠●，则 A 在 D 中有不动点，且 A 的 Ishikawa弱迭代格式强收敛于不动点⒀

  证明  取｛αn｝∞
n＝0⊂ （0，1），β∈ （0，1），∑∞

i ＝0
αi 收敛，因 US A （ D ），构造 A 的 Ishikawa弱迭

代格式        
x0∈ US A （ D ），
y n＝（1－β） x n＋βA x n   n＝0，1，2，…
x n＋1＝（1－αn） x n＋αnAy n n＝1，2，3，…

（9）

类似于定理2的证明，当 n≥0时，
         ①x n∈US A （ D ），y n∈US A （ D ）； ②x n＋1≤x n；

③y n≤x n； ④y n＋1≤y n⒀
且｛x n｝∞

n＝0，｛y n｝∞
n＝0均是 D 中 Cauchy 序列，那么分别存在 p，q∈D，使lim

n→∞
x n＝p，lim

n→∞
y n＝q⒀则 p

＝q，且 Ap＝p⒀
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Fixed Points Theorems of 熻-Ordered Lipschitz
Operator with the Constructions of Heration

Convergence Procedures
Shen Meibo
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Dong Xiangnan
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Abstract   T he concept of φ-ordered Lipschitz operator is defined，then the existence

problem of fixed point and the construction problem of iteration convergence
sequence of this kind of operator is investigated．Obtains some new and
interesting fixed point theoremes．

Key words  increasing operator；φ-ordered Lipschitz operator；ordered concave （ convex ）
opertor；normal cone；ishikawa iteration procedures
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