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关于图的边函数控制数的注记

徐 保 根
（华东交通大学 基础课部，江西 南昌 330013）

摘要： 给出了图的边函数控制数的一个下界⒀特殊地，证明了 n 阶正则图的边函数控制数 γs′
（ G ） ≥0，同时也指出了文［1］中两个定理的错误⒀
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  本文所指的图均为无向简单图，文中未说明的符号、术语同文献［1，2］⒀
  设 G 为一个图，V （ G ）和 E （ G ）分别表示 G 的顶点集和边集⒀若 v∈V （ G ） ，则 N （ v ）表示 v
点的邻域，N ［v］＝N （ v ） ∪｛v｝为闭邻域⒀dG （ v ）表示 v 点在 G 中的度⒀△与δ分别为 G 的最大
度和最小度⒀若 e＝uv∈E （ G ） ，则 N （ e）表示 e的邻边组成的集合，d （ e） ＝｜N （ e） ｜＝d （ u） ＋d
（ v ） －2表示 e的边度，N ［e］＝N （ e） ∪｛e｝为 e的闭边邻域⒀图 G 的最大边度记为牱′（ G ） ，即牱′
（ G ） ＝max｛d （ e） ｜e∈E （ G ） ｝⒀类似地最小边度为δ1（ G ） ⒀
定义Ⅰ［1］对图 G （ V，E ） ，若映射 f ：E→｛－1，1｝使得对e∈E，均有

∑
e′∈N ［e］

f （ e′） ≥1
成立，则称 f 为图 G 的一个边控制函数⒀并称

γs′（ G ） ＝ min｛∑
e∈E

f （ e） ｜f 为 G 的边控制函数｝

为 G 的边函数控制数⒀
  对于图的点函数控制数（也称符号控制数）可类似地定义［3］⒀并且已有不少的结果［3，5］⒀但
对于图的边函数控制数，目前已知的结果甚少，本文首先给出图的边函数控制数的一个下界⒀
注意到一个图的边函数控制数可能为负值，例如：H 表示在 K n（ n≥4）的各顶点均增加 n－2条
悬挂边所得的 n＋n（ n－2）阶图，若定义 H 的一个边控制函数如下：e∈E （ H ） ，

f （ e） ＝
 1  e ∈ E （ K n）
－1  e E （ K n）

  因此有γs′（ H ） ≤ ∑
e∈E （ H ）

f （ e） ＝ n
2 － n（ n －2） ＜0

  定理1 对任意 n阶图 G，若｜E （ G ） ｜＝m⒀

则     γs′（ G ） ≥m－牱′＋24 n
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其中牱′表示图 G 的最大边度⒀
  证：由定义1知，存在 G 的一个边控制函数（映射） f ：E （ G ） →｛－1，1｝，使得

γs′（ G ） ＝ ∑
e∈E （ G）

f （ e）
  令 E＋＝｛e∈E （ G ） ｜f （ e） ＝1｝，｜E＋｜＝s
   E－＝｛e∈E （ G ） ｜f （ e） ＝－1｝，｜E－｜＝t
显然 E＋∪E－＝E （ G ） ，E＋∩E－＝●，s＋t＝m⒀
并且γs′（ G ） ＝s－t
  取 G 的一个（生成）子图 G1，V （ G1） ＝V （ G ） ，且 E （ G1） ＝E－，G1的度序列记为：d1，d2，…，
dn⒀显然 d1＋d2＋…＋dn＝2｜E （ G1） ｜＝2t，d （ e）表示 e在G1中的边度，即 d （ e） ＝d （ u） ＋d （ v ） －
2 （ uv∈E （ G1）

∑
e∈E （ G1）

d （ e） ＝ ∑
uv∈E （ G1）

（ d （ u） ＋ d （ v ） －2） ＝ ∑
uv∈E （ G1）

（ d （ u） ＋ d （ v ） ） －2t
  在上式右端求和时，在 G1中每个点 u的度 d （ u）恰好取 d （ u）次⒀从而有

∑
e∈E （ G1）

d （ e） ＝∑n

i＝1
d2i －2t ≥ n d1 ＋ d2 ＋ … ＋ dn）

n
2

－2t ＝4t2
n －2t

因此，至少存在 G1的一条边 eo，使得在 G1中有

d （ eo） ≥4t
n －2

即 eo 边在 G1中的闭边邻域 N G1［eo］中至少有4tn －1条边（在 f 下均取值－1） ⒀因此 eo 边在 G
中至少要与 f 下取＋1的4t／n条边相邻，才能使得：

∑
e′∈N ［eo］

f （ e′） ≥1
即在图 G 中，与 eo相邻的边数 d （ eo） ≥4tn －2＋4t

n ＝8t
n －2．牱′（ G ） ≥d （ e0） ≥8tn －2

得出：t≤（牱′＋2） n／8⒀因此，我们有

γs′（ G ） ＝ s － t ＝ m －2t ≥ m －牱′＋24 n

  定理1证毕⒀
  显然对任何图 G，均有牱′（ G ） ≤2牱（ G ） －2⒀且当 G 为正则图时牱′（ G ） ＝2牱（ G ） －2（只需 G
的两个最大度点相邻时成立） ⒀因此我们有

  推论1 对任意 n阶图 G，｜E （ G ） ｜＝m，牱为 G 的最大度，则γs′（ G ） ≥m－牱2n
  推论2 任意正则图的边函数控制数γs′（ G ） ≥0
  上述定理给出了图的边函数控制数的下界⒀但对于一般图 G，要确定γs′（ G ）的值仍是困难
的⒀文［1］中对完全图 K n，确定了γs′（ K n）的值⒀但其对3－正则和4－正则图的结论是错误的⒀
  引理1［1］对2n阶无割边的3－正则图 G，均有γs′（ G ） ＝n⒀
  引理2［2］对2n阶3－边连通的4－正则图 G，γs′（ G ） ＝2n
  上述两引理为文［1］中的定理1和定理2，其证明中断言：对3－正则图（或4－正则图） ，
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其任一边控制函数都有这样的特点，任一顶点相关联的3条边（4条边）最多只能有一条边取
－1⒀事实上并非如此⒀图（1）和图（2）所示⒀其中图中未标号的边均为＋1⒀

图（1）图 G1           图（2）图 G2
  图 G1为10阶无割边的3－正则图，上述标号显示γs′（ G1） ≤3⒀图 G2为10阶3－边连通的
4－正则图⒀γs′（ G ） ≤8⒀因此，上述两引理不真⒀
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On Edge Function Dornination Numbers of Graphs

XU Bao┐gen

（ Basic Courses Department East China Jiaotong Univevsity Nanchang330013，china）

Abstract：In this paper we give a lower bound for the edge function domination numbers of
graphs．As a special case，we prove that γs′（ G） ≥0for any regular graph G，and show that the
tw o results in ［1］are not true

Key words： graph；regular graph；edge domination function；edge function domination number
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