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摘要： 探讨了 K 阶非齐次 Poisson 过程的分布，研究了其等待时间的分布，以及等待时间的各
阶矩之间的关系⒚
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0 引 言

  Aki，Kuboki，和 Hirano［1］，Charalambides［2］，以及 Philippou［3］等对 K 阶齐次 Poisson 过
程及其分布进行过研究，但是，关于 K 阶非齐次 Poisson 过程分布的研究，特别是其等待时间
的分布以及性质的研究，尚未有人涉及⒚
  本文对 K 阶非齐次 Poisson 过程的分布进行了推导，并着重研究了其等待时间的分布，找
出了等待时间分布的各阶矩之间的关系⒚

1 K 阶非齐次 Poisson 过程
  定义1 设｛N （ t），t≥0｝是一个随机过程，N （ t）是到时刻 t 事件发生的次数，满足
  （珋） N （0）＝0，
  （珋珋） ｛N （ t），t≥0｝有独立增量⒀
  （珋珋珋） P （ N （ t＋h）－N （ t）＝j ）＝λj （ t） h＋0（ h），h≥0，λj （ t） ≥0，λj （ t）在［0，a］上可积（a＞
0），limt→∞λj （ t）＝∞，j ＝1，2，…，k，
  （珋珌） P （ N （ t＋h）－N （ t） ≥k＋1）＝0（ h）⒀
则称｛N （ t），t≥0｝为一个 k 阶非齐次 Poisson 过程，简记为 N （ t）～NH PK ⒀
  为此后叙述方便，记 P n（ t）＝P （ N （ t）＝n），P n（ ht）＝P （ N （ t＋h）－N （ t）＝n），n＝1，2，…；

g i＝g i （ t）＝∑k
j ＝i

λj （ t），i＝1，2，…，k⒀则由定义1，

P0（ h） ＝1－∑k
j ＝1

P j （ ht） ＝1－ g1h ＋0（ h） （1）
P0（0） ＝1，P n（0） ＝0，n ＞0 （2）
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  用 G （ s，h）表示 N （ h）的母函数，则

G （ s，h） ＝1－ g1h ＋∑k
j ＝1

λj （ t） hS j ＝1＋∑k
j ＝1
（ S j －1）λj （ t） h  ｜S｜＜1 （3）

  定理1 如果一个随机过程｛N （ t），t≥0｝，N （ t）～NH PK ，而且，对任何 a＞0，λj （ t）在［0，
a］上可积，j ＝1，2，…，k，则

P n`（ t） ＝－ g1P n（ t） ＋∑m
j ＝1

λj （ t） P n－j （ t），n ＝0，1，…， （4）
P0（ t） ＝ exp｛－∫t

0g1（ u） du｝ （5）
P n（ t） ＝ exp｛－∫t

0g1（ u） du｝ꆤ∑m
j ＝1∫t

0λj （ u） e∫u0g1（ x ） dxP n－j （ u） du （6）
m ＝ min｛n，k｝，在（6） 中 n≥1⒀
  证明  P n（ t ＋ h） ＝ P （ N （ t ＋ h） ＝ n）

＝∑∞
i＝1

P （ N （ t ＋ h） ＝ n N （ t） ＝ i） P （ N （ t） ＝ i）
＝∑∞

i＝1
P （ N （ t ＋ h） － N （ t） ＝ n － i N （ t） ＝ i） P （ N （ t） ＝ i）

因为 N （ t） 有独立增量，同时由定义1，

P n（ t ＋ h）＝∑∞
i＝0

P n－i （ ht） P i （ t）

＝∑m
j ＝0

P j （ ht） P n－j （ t）

＝∑m
j ＝1

P j （ hj ） P n－j （ t） ＋ P n（ t） （1－ g1h） ＋0（ h）

＝∑m
j ＝1

P n－j （ t）λj （ t） h ＋ P n（ t） （1－ g1h） ＋0（ h）
其中 m＝min｛n，k｝
  稍加整理，并令 h→0，得（4）式⒀
  （4）式两端同乘 eg1t，然后从0到 t 积分，得到（6）式⒀同样的方法可以得到（5）式⒀证毕⒀
  定理2 如果随机过程｛N （ t），t≥0｝，N （ t）～NH PK ，则

G （ s，t） ＝ exp｛∑k
j ＝1
（ S j －1）λj （ t）｝ （7）

其中 G （ s，t）＝∑∞
n＝0

P n（ t） S n是 N （ t）的母函数，｜S｜＜1⒀

  证明 由（3）式，同时因为 N （ t）是独立增量的，
G （ s，t ＋ h）＝ ESN （ t＋h） ＝ ESN （ t＋h）－N （ t） SN （ t）

＝ G （ s，h） G （ s，t） ＝ ［1＋∑k
j ＝1
（ S j －1）λj （ t） h］G （ s，t）

令 h→0，由此式可得
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∂G （ s，t）∂t ＝ G （ s，t）∑k
j ＝1
（ S j －1）λj （ t）

解方程得到（7）⒀证毕⒀
  定理3 如果随机过程｛N （ t），t≥0｝，N （ t）～NH PK ，则 N （ t）的分布函数可以表示为

P n（ t） ＝ e－g1∑［－n／k］

rk＝0 ∑［（ n－krk ） ／k－1］

rk－1＝0
… ∑［（ n－krk…－3r3） ／2］

r2＝0
（λk （ t） ） rk…（λ2（ t） ） r2（λ1（ t） ） n－krk－…－2r2
r k！…r2！（ n － kr k － … －2r2）！ （8）

其中 n＝0，1，…，［x ］表示小于或等于 x 的最大整数⒀
  考虑 G （ s，t）的定义以及（7）式，可以得到

∑∞
n＝0

P n（ t） S n ＝ e－g1 Π
k

j ＝1 ∑∞n＝0
λj （ t） S j ） n

n！ ⒀

上式右端 k 个级数相乘的结果是，所有脚标不是 j 的倍数的 S n 的系数均为零⒀比较上式两端
S n的系数可以得到（8）式⒀定理3的详细证明从略⒀

  进一步让 r1 ＝ n －∑k
j ＝1

j r j ，则∑k
j ＝2

j r k ＝ n⒀于是（8） 式又可以如下表示：

P n（ t） ＝ e－g1∑ （λ1（ t） ） r1…（λk （ t） ） rk
r1！…r k！ （9）

其中求和是对满足∑k
j ＝1

j r j ＝ n的 r1，…，r k 而进行的⒀

  Charalambides 在［2］中用截尾的 Bell多项式来表示上述类型的和式⒀下面用截尾的 Bell
多项式表示 P n（ t），

P n（ t） ＝ 1
n！e

－g1T n，k （λ1（ t），2！λ2（ t），…，m！λm（ t） ） （10）
m＝min｛n，k｝⒀

2 等待时间的分布

  这部分讨论相应于 N （ t）的等待时间的分布，及其各阶矩⒀
  设 W n 是相应于 N （ t）的等待时间⒀在［4］，［5］中，Parzen 和 Ross 讨论过事件｛W n＜t｝与
｛N （ t） ≥n｝是等价的⒀设 FW n （ t）为 W n的分布函数，则

FW n （ t） ＝ P （ W n ＜ t） ＝ P （ N （ t） ≥ n） ＝1－∑n－1

j ＝0
P j （ t），

因此，W n的密度函数为

f W n （ t） ＝ F W` n （ t） ＝－∑n－1

j ＝0
P j` （ t），n ＝1，2，… （11）

  定理4 如果 W n是相应于 N （ t）的等待时间，N （ t）～NH PK ，则

f W n （ t） ＝∑m
j ＝1

g1P n－j （ t）
f W n （ t） ＝ e－g1∑m

j ＝1
gj（ n － j ）！T n－j ，k （λ1（ t），2！λ2（ t），…，r！λr （ t） （12）
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m＝min｛n，k ），r＝min｛n－j ，k｝，n＝1，2，…⒀
  证明 用归纳法⒀
  首先，由定理1和（11）式

f W1（ t） ＝－ P 0`（ t） ＝ g1P0（ t）
假设 f W n （ t） ＝∑m

j ＝1
g jP n－j （ t）⒀如果 n ＜ k，则 m ＝ n，由定理1，

f W n＋1（ t）＝－∑n
j ＝0

P j` （ t） ＝－ P j` （ t） ＋ f W n （ t）

＝－ （－ g1P n（ t） ＋∑m
j ＝1

λj （ t） P n－j （ t） ） ＋∑m
j ＝1

g jP n－j （ t） ＝ g1P n（ t） ＋∑m
j ＝1

g j ＋1P n－j （ t）
令 j ＋1＝i，则

f W n＋1（ t）＝ g1P n（ t） ＋∑m＋1

i＝2
g i＋1P n＋1－i （ t）

＝∑m＋1

i＝1
g jP n＋1－i （ t） ） ＝∑m＋1

j ＝1
g iP n＋1－j （ t）

  如果 n≥k，则 m＝k，而且 g k－λk （ t）＝0⒀因此

f W n＋1（ t）＝ g1P n（ t） ＋∑k
j ＝1
（ g j － λj （ t） ） P n－j （ t） ） ＝ g1P n（ t） ＋∑k－1

j ＝1
g j ＋1P n－j （ t）

令 j ＋1＝i，则

f W n＋1（ t） ＝ g1P n（ t） ＋∑k
i＝2

g iP n＋1－i （ t） ＝∑k
i＝1

g iP n＋1－i （ t） ＝∑m
j ＝1

g jP n＋1－j （ t）⒀
  再由（10）式

f W n （ t） ＝ e－g1∑m
j ＝1

g j（ n － j ）！T n－j ，k （λ1（ t），2！λ2（ t），…r！λr （ t） ），
其中 m＝min｛n，k｝，r＝min｛n－j ，k｝，n＝1，2，…⒀证毕⒀
  定理5  如果W n是相应于N （ t）的等待时间，N （ t）～NH PK ；而且，定义1中的λj （ t）满
足

limt→∞
λj （ t）＝ ∞

limt→∞
tiλj （ t）eλj （ t） ＝0 i ≥0，j ＝1，2，…，k⒀

则 W n及 W n－1的各阶矩之间有如下关系：

EW i
n ＝ i∫∞

0 ti－1P n－1（ t） dt ＋ EW i
n－1，i ＝1，2，…，n ＝1，2，…⒀

  证明 由 P n（ t）的表达式及定理的条件，
limt→∞

tiP n（ t） ＝0，i，n ＝1，2，…⒀
  由定理1及（11）式

EW i
n＝∫∞

0 tif W n （ t） dt ＝－∑n－1

j ＝0∫∞

0 tiP j` （ t） dt
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＝－∫∞

0 tiP n`－1（ t） dt ＋ EW i
n－1 ＝－ ［tiP n－1（ t） ｜∞0 － i∫∞

0 ti－1P n－1（ t） dt］ ＋ EW i
n－1

＝ i∫∞

0 ti－1P n－1（ t） dt ＋ EW i
n－1⒀  证明完毕⒀
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Nonhomogeneous Poisson Process of Order K

LAI Hong┐xing

（ Economic and M anagement College，East China Jiaotong Univ，Nanchang，Jiangxi，330013，China）

Abstract： In this paper，the distributions of nonhomegeneous poisson process of order K are
explored．T he distributions and relationships betw een moments of the corresponding waiting
time are investigated．

Key words： nonhomogeneous poisson process of order K ；waiting time
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