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DEA 有效决策单元的实际有效率
马本江， 刘二根， 傅丽仙

（华东交通大学 基础科学学院，江西 南昌 330013）

摘要：理论上论证了 DEA 有效决策单元实际有效率的存在性及其经济含义，指出实际有效率
从另一角度确定了已 DEA 有效单元的排序⒚
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0 预备知识

  考虑如下 C2R 模型的初始形式：

（ P ）
UP ＝ max uTy0 vTx0
uTy j vTxj ≤1    j ＝1，2，…，n
u ≥0，v ≥0

其中：xj 、y j 是第 j 个决策单元的投入、产出向量；u、v分别是投入、产出的权重向量，都是非负
向量⒀
  所谓 DMU0（英文缩写，表示“决策单元 j0”，其投入、产出为（ x0，y0） ，即为（ P ）中被评价决
策单元） ⒀DEA 有效是指存在权重向量 u0＞0，v0＞0使（ P ）中的效率值 UP＝1，而 UP＝1是具
有相对意义的，详见文献［1］⒀
  定义1 设 u0，v0是某种确定的权重向量，称ηj ＝uT0y j vT0xj （ j ＝1，2，…，n）是 DMU j 在权

重（ u0，v0）下的绝对效率⒀
  定理1 设 xj ＝（ x1j ，x2j ，…，x mj ） T ，y j ＝（ y1j ，y2j ，…，y sj ） T ⒀（ j ＝1，2，…，n） 分别是 n个决
策单元的 m 种投入与 S 种产出构成的向量，DMU0 DEA 有效⇔存在 S×1向量 u0＞0与 m
×1向量 v0＞0，使任意1≤j ≤n，都有 uT0y j vT0xj ≤uT0y0 vT0x0
说，如果 DMU0在投入、产出的定价上有机会获得最大的利润率，就说该决策单元 DEA 有效⒀
  定义2 称

E0 ＝ u，v） uTy j vTxj ≤ uTy0 vTx0 （ j ＝1，2，…，n，u ＞0，v ＞0
为 DMU0的优势集⒀
  定理2 （ DMU0 DEA 有效的判定定理） DMU0DEA 有效的充分必要条件是 DMU0的优
势集 E0≠●⒀
  定理3 DMU0的优势集 E0＝｛k1u，k2v） ｜（ u，v） ∈E，k1＞0，k2＞0｝，其中
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E＝ （ u，v） uTy0－vTx0＝0
uTy j －vTxj ≤0 u＞0，v＞0，j ＝1，2，…n

  对于 n个决策单元，任意 u＞0，v＞0，必存在 j0，使任意1≤j ≤n有 uTy j vTxj ≤uTy0 vTx0，
即（ u，v） ∈E0（以“j0”为下标都简记为“0”，如把 E j0表示为“E0”下同） ⒀于是有定理4：

  定理4 有 n个决策单元，E j 是第 j 个决策单元的优势集（ j ＝1，2，…，n） ，则∪n
j ＝1E j ＝Rm＋s

＋ ⒀
  （注：以上定义的引入、定理的证明详见文献［2］）

1 实际有效率

市场环境下的企业的生产活动中，原材料（投入）与产品（产出）的价格往往是波动，有涨跌
的，那么对于同类部门的几个企业，评价哪些企业更能经受价格涨跌的考验，而相对较好，就变
得十分有意义⒀

设有市场环境下的 n个决策单元，xj ＝（ x1j ，x2j ，…，x mj ） T ，y j ＝（ y1j ，y2j ，…，y sj ） T 是第 j 个
决策单元的投入、产出向量（ j ＝1，2，…n） ⒀我们一般无法确知各决策单元相应的单位投入与单
位产出的价格，但通过对市场的分析预测，可确知这些价格所在的范围，我们定义：
  定义3 令 I1＝｛P｜P＝（ P1，P2，…，Pm） ，P i 是每个决策单元第 i 种投入的价格且 m i≤P i

≤m i，m i，m i∈R1
＋｝称为每个决策单元的投入价格区间；I2＝｛q｜q＝（ q1，q2，…，qs ） ，qi 是每个决

策单元第 i 种产出的价格且 ni≤qi≤ni，ni，ni∈R1
＋｝称为每个决策单元的产出价格区间；令 I＝

I1×I2称为每个决策单元的价格区间⒀
  显然 I1，I2，I 都勒贝格可测，且有

m （ I ） ＝ m （ I1） ꆤm （ I2） ＝ ∏m

i＝1
（ m i － m i ） ∏s

i＝1
（ ni － ni ） ⒀

  引理1 有 n个决策单元，E j 是第 j 个决策单元的优势集（ j ＝1，2，…n） ，I 是每个决策单

元的价格区间，则∪n
j ＝1（ E j ∩I ） ＝I⒀

  证明 由 I 的定义知 I⊂Rm＋s
＋ ，又由定理4∪n

j ＝1E j ＝Rm＋s
＋ ，所以 ∪n

j ＝1（ E j ∩I ） ＝I
  引理2 有 n个决策单元，E j 是第 j 个决策单元的优势集（ j ＝1，2，…，n） ，I 是每个决策单
元的价格区间，则 E j （ j ＝1，2，…，n）勒贝格可测，且 m （ E j ∩I ） ≤mI＜∞⒀
  证明 令 f j ＝uTy j vTxj ，（ u，v） ∈Rm＋s

＋ ⒀即 f j 为定义在可测集 Rm＋s
＋ 上的函数⒀

  因为对任何有限实数 a，
A （ f j ＞ a） ＝ ｛u，v） ｜f j ＞ a｝＝ ｛u，v） ｜uTy j － avTxj ＞0，（ u，v） ∈ Rm＋s

＋ ｝
＝ ｛u，v） ｜uTy j － avTxj ＞0｝∩ Rm＋s

＋ ｝
又｛u，v） ｜uTy j －avTxj ＞0｝表示超平面 uTy j －avTxj ＞0分 Rm＋s空间的一侧，为开集，它是勒贝格
可测的⒀
  于是 A （ f j ＞a）是可测集⒀
  所以 f j （ j ＝1，2，…，n）是 Rm＋s

＋ 上的可测函数⒀
  由可测函数的性质，任意 j0（ j0是1到 n的自然数）有：
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A （ f j ≤ f0） ＝ ｛u，v） ｜uTy j vTxj ≤ uTy0 vTx0｝ j ＝1，2，…，n
是 Rm＋s

＋ 上的可测集⒀
  注意到 DMU0的优势集

E0 ＝∩n
j ＝1A （ f j ≤ f0）

  所以 E0勒贝格可测⒀
  于是 E0∩I 勒贝格可测且显然⒀

m （ E0 ∩ I ） ≤ mI ＜ ∞
  由 j0的任意性，命题成立⒀
  由引理1、引理2，我们定义：
  定义3 有 n个决策单元，E j 是第 j 个决策单元的优势集，I 是每个决策单元的价格区间，
称εj ＝m （ E j ∩I ） ／mI 为第 j 个决策单元的实际有效率（ j ＝1，2，…，n） ⒀
  显然 0≤εj ≤1⒀
  定义4 设 DMU1与 DMU2的投入、产出分别为（ x1，y1） 、（ x2，y2） ，总存在 k＞0使（ x1，y1）
＝k （ x2，y2） ，则称 DMU1与 DMU2等价⒀
  易知两个等价的决策单元在任意权重（ u，v） （ u＞0，v＞0）下取得相同的绝对效率，因此有：
  定理5 两个等价的决策单元的优势集相等⒀
  引理3 设 DMU1与 DMU2是 n个决策单元中任意两个彼此不等价的决策单元，它们的
优势集分别为 E1，E2，令 E＝E1∩E2，则 mE＝0，即 E 至多是测度为0的非空集⒀
  由引理1、引理2易证如下定理：
  定理6 有 n个决策单元，设其中至多有 k 个决策单元彼此互不等价，不妨设为 DMU1，

DMU2，…，DMU k，它们的实际有效率依次为ε1，ε2，…，εk，则∑k

i＝1
εi ＝1

2 实际有效率及有关结论的经济含义

  对于同类部门的 n个企业来说，DMU j 的实际有效率εj 的大小标志着该决策单元在一定
市场环境中（各投入、产出的价格在一定范围内变动）取得最大利润率的机会（概率）的大小，它
越大，说明 DMU j 在相对比较中越能经受价格涨跌的考验，而取得相对优势，也就是说：实际
有效率较大的决策单元在同类部门的竞争中，获胜的希望较大；当实际有效率为“1”时，标志该
决策单元一定能获胜⒀因此，实际有效率从另一角度确定了已 DEA 有效决策单元的排序⒀
  定理6表明，n个决策单元中，彼此互不等价的决策单元同时在市场中占有优势，取得最
大利润率的机会几乎是零，即使是两个决策单元都 DEA 有效也如此⒀
  综上所述，“实际有效率”是决策单元“DEA 有效性”的一个补充，它指出了决策单元“DEA
有效”这种有效性的“程度”和“方向”，所谓“程度”是指若ε1＜ε2，则 DMU2更有可能取得最大
利润率，而在竞争中占有优势，即 DMU2有效性大；所谓“方向”是指决策单元的实际有效率与
市场环境（价格区间）密切相关，在这个市场环境中具有优势的决策单元（实际有效率较大） ，在
另一市场环境中其优势可能会失去（实际效率较小）甚至完全失去（实际有效率变为0） ⒀
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  最后应该指出的是，定义1中的“价格区间”可以推广到一般的可测的并具有限勒贝格测
度的权重（ u，v）的集合⒀
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Probability of Actual Efficiency of the DEA Efficient Dmus

MA Ben-jiang， LIU Er-gen， FU Li-xian

（ Shool of Natural Science East China Jiaotong University，Nanchang330013，China）
Abstract： T his paper theoretically demonstrates the existence and the economic significance
of the probability of actual efficiency of the DEA efficient Dmus and points probability of
actual efficiency．T he arrangement of the DEA efficient Dmus is presented in a new light．
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