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A-调和型障碍问题最优解的唯一性*

叶玉全， 周树清
（上海交通大学 应用数学系，上海 200240）

摘要： 采用扰动的方法给出了齐次 A-调和型障碍最优控制问题解对控制变量的连续依赖性和
最优解的唯一性⒚
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0 引 言

  J Henonen，T Kilpelainen and O Martio 在［3］中给出了 A-调和型障碍问题解一些性质；
在 G B Liand O Martio 在［4］中给出了 A-调和型障碍问题解的更高可积性；1998年 D R Ad-
mas 等在［1］中给出了线性椭圆变分不等式的齐次最优控制解的一些必要条件；1999年陈启
宏［2］就状态方程是由一个障碍变分不等式（通过障碍约束）与一个半线性偏微分方程藕合而
成的系统进行了研究，得到了该类问题解的存在性和它满足的必要条件⒚但对拟线性变分不等
式还未有这方面的研究⒚
  本文给出了最优控制问题解对控制变量的连续依赖性，得出当（ y，φ）是最优解时，y＝φ，及
最优解的唯一性，推广了文［1，2］中相应的结果，而且我们证明中并不像［1，2］那样首先要求变
分不等式的解唯一，而是最后证明它的唯一性⒀我们考虑的问题如下：

y ∈ W1，p0 （●）
y ≥φ             a．e．●
－ divA （ x，∇y ） ≥0      a．e．●
－ divA （ x，∇y ） ꆤ（ y － φ） ＝0  a．e．●

（1）

  性能指标：

J （φ） ＝∫●

12T （φ） － z
2

＋1p ｜∇φ｜p dx （2）
其中：z∈L p （●）是给定值⒀问题（ P ） ：找φ∈W1，p （●），使得

J （φ） ＝ inf
φ∈W1，p0 （●）

J （φ） （3）
  引进下列假设
  （ H1）●⊂R n是具有 C1，1-边界且有界区域，u是一可分的完备度量空间⒀
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  （ H2）存在常数 P＞1，0＜σ≤1，A≥λ＞0和κ＞0，对所有的 x，x●∈●，ζ，ξ∈R n满足：
λ（κ＋｜ζ｜） p－2｜ξ｜≤ A ζ（ x，ζ）ξ，ξ，｜A ζ（ x，ζ） ｜≤ A （κ＋｜ζ｜） p－2 （4）

｜A （ x，ζ） － A （ x●，ζ） ｜≤牼（1＋｜ζ｜） p－1｜x － x●｜σ （5）
或者：（ H2） 1`） Lipschitz型不等式：

｜A （ x，ξ） － A （ x，ζ） ｜≤ b｜ξ－ ζ｜（ ｜ξ｜＋｜ζ｜） p－2⒀ （6）
  2） 单调性条件：

A （ x，ξ） － A （ x，ζ）ξ－ ζ≥ a｜ξ－ ζ｜2（ ｜ξ｜＋｜ζ｜） p－2⒀ （7）
  （3）齐次性条件：

A （ x，λξ） ＝｜λ｜p－2λA （ x，ξ） （8）
对 a．e．x∈●和所有的ξ，ζ∈R n×n，λ∈R1⒀可以证明（ H2） 、（ H2） 是`等价的⒀
  令：ω∈K （φ）＝｛ω∈W1，p0 ｜ω≥φa．e．在●中｝，那么我们可以定义障碍问题的弱解：
  定义1 给定 y∈u和φ∈W1，p0 （●），函数 y∈W1，p0 （●）称为问题（1）的弱解，如果：

y ∈ K （φ）
∫●

A （ x，∇y ） ∇（ω－ y ） dx ≥0 （9）
显然，K （φ）＝｛ω∈W1，p0 （●） ｜ω≥φa．e．在●中｝是 W1，p0 （●）的闭子集⒀
  定义2 函数 y∈W1，p0 （●；μ）称为-divA （ x，∇y ） ≥0上解，且记作 H ＋（●），如果：

∫●
A （ x，∇y ） ꆤ∇φdx ≥0 （10）

其中φ∈C∞0 （●）且非负⒀

1 主要结论

  假设（ H1）-（ H2）成立
  定理1.1 y 是（1）的解，yε是扰动问题（16）的解，那么有
  1） lim

ε→0‖yε－y‖W1，p （●）＝0，其中 y＝T （φ） （11）
  2） y＝T （φ）是（1）的最小上解，即：

y ≤ω a．e． 在●中，ω∈ K （φ） ∩ H ＋ （●） （12）
  3） 设μ是●上的 Borel测度，满足：

－ divA （ x，∇y ） ＝ μin ●
y｜∂●＝0 （13）

那么μ存在、唯一，且有：
μ（ ［y ＞ φ］） ＝0⒀ （14）

如果 y是上解且μ是具有有限能量的正则的 Borel测度，满足（14），那么 y是（1）的解⒀
  假设 A （ x，∇y ）＝｜∇y｜p－2∇y⒀我们可得下面结果：
  定理1.2 如果 y∈W1，p0 是

－ divA （ x，∇y ） ＝ （ z － y ） ＋

y｜∂●＝0 （15）
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的弱解，且使得 y≤z  a．e．⒀那么 y 是问题（ P ）的最优控制⒀下面给出一个显然的结果：
  推论 假设（ H1）－（ H2）成立，那么 J （φ）在（ u，d ）上连续⒀
  定理1．3 假设φ是-divA （ x，∇y ） ≥0的上解，则存在问题（ P ） 的唯一的最优控制φ∈
W1，p0 （●），y＝ φ且 y是 J（ y） 唯一的极小点⒀（其中 J＝∫●

12（ y － z ）2 ＋1p ｜∇y｜P ）

2 主要定理的证明

  定理1.1的证明 仅证1）和2） 、3）的证明参见［3］p61⒀
    1） 设

β（ r ） ＝

0     0≤ r ≤＋ ∞

－ r2    －12≤ r ＜0
r ＋14   － ∞≤ r ＜－12

（16）

  我们引进扰动问题：

-divA （ x，∇yε） ＋1εβ（ yε－ φ） ＝0 x ∈●

yε｜∂●＝0；           ε＞0
（17）

对υ∈K （φ），有β（υ－φ）＝0⒀从（17）可知
∫●

A （ x，∇yε） ꆤ∇（υ－ yε） dx ＝－1ε∫●
β（ yε－ φ） （υ－ yε） dx ≥0 （18）

（事实上，当 yε＜φ时，yε－φ＜0，再由υ≥φ≥yε；当 yε＞φ时，β（ yε－φ）＝0）⒀
  由（18），（ H2）知：

∫●
A （ x，∇yε） ∇yεdx ≤∫●

A （ x，∇yε） ∇υdx （19）

∫●
｜∇yε｜pdx≤∫●

｜∇yε｜p－1 ꆤ∇υdx
≤‖｜∇yε｜p－1‖p－1‖∇υ‖p （20）
≤‖∇yε‖p‖∇υ‖p

则

‖∇yε‖p ≤‖∇υ‖p （21）
取υ＝φ，即为‖∇yε‖p≤‖∇φ‖p⒀

  因此，我们可得：在 L p （●）中∇yε→ω∇y，yε→εy⒀由（18）知：对ψ∈W1，p0 （●），ψ≥0，

0≤∫●
－ β（ yε－ φ）ψdx

＝ ε∫●
A （ x，∇yε） ∇ψdx

≤εA∫●
｜∇yε｜p-1∇ψdx
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≤εA‖∇yε‖p‖∇ε‖p →0 （ψ→0） （22）
因－β（ yε－φ）ψ≥0，那么有：

∫●
β（ yε－ φ）ψdx ＝0  ψ∈ W1，p0 （●），ψ≥0，a．e．

因此有：β（ yε－φ）＝0，由β的定义可知：yε≥φ，a．e．，显然有：在●中
y ≥φ，a．e． （23）

下证 yε在 W1，p0 （●）中强收敛于 y⒀我们知道：

∫●
｜∇y －∇yε｜pdx≤∫●

｜∇y －∇yε｜2（ ｜∇y｜＋｜∇yε｜） p－2dx
≤ C∫●

［A （ x，∇y ） － A （ x，∇yε） ］（ ∇y-∇yε） dx
≤ C∫●

A （ x，∇y ） （ ∇y －∇yε） dx ＋1ε∫（ yε＞φ）β（ yε－ φ） （ y － yε） dx
≤ C∫●

A （ x，∇y ） （ ∇y －∇yε） dx →0 （当ε→0） （24）
即‖∇y－∇yε‖p→0⒀由此可知在 W1，p0 中，yε→s y⒀（11）因而得证⒀
  下证3） ：由（17）可知

∫●
－1εβ（ yε－ φ）ψdx＝∫●

（-divA （ x，∇yε） ）ψdx
＝∫●

A （ x，∇yε） ≤ ‖∇yε‖p ꆤ‖∇ψ‖p （25）
因此，－1εβ（ yε－ φ） weak*

μ，在W －1，p 中对给定的φ，y ≡ T （φ） 是唯一的，因此μ也是唯一的⒀

  接下来我们证明μ［y ＞ φ］ ＝0⒀

  同文［1］有：∫●
－1εβ（ yε－ φ） （φ－ yε） dx ＝∫●

A （ x，∇yε） ꆤ∇（φ－ yε） dx⒀那么，∫●
（φ－

y ） dμ＝∫●
A （ x，∇y ） ꆤ∇φ－ yε） dx ≥0⒀因此立即可得∫●

（ y － φ） dμ＝0⒀即：μ（ y ＞ φ） ＝0⒀因

∫●
A （ x，∇y） ꆤ（υ－ y） ＝∫●

（υ－ y） dμ

＝∫［y＝φ］
（υ－ φ） dμ＋∫［y＞φ］

（υ－ y） dμ＝∫［y＝φ］
（υ－ φ） dμ≥0⒀ （26）

则 y是（1）的解⒀
  定理1.2的证明
  证明：用υ－y 乘以（15）的两边并分部积分：

∫●
｛A （ x，∇y ） ∇（υ－ y ） ＋ （ y － z ） （υ－ y ）｝dx

＝∫●
｛A （ x，∇y ） ꆤ∇（υ－ y ） － （ z － y ） ꆤ（υ－ y ）｝dx ＝0 （27）

  由 J的严格凸性，那么
J（ y ＋ ε（υ－ y ） ） ＜ εJ（υ） ＋ （1－ ε） J（ y ） （28）
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即 J（υ） － J（ y ） ＞1ε｛J（ y ＋ ε（υ－ y ） ） － J（ y ）｝ （29）
  因 J的极小点是下面方程的解（即欧拉方程） ：

∫●
｛A （ x，∇y ） ꆤ∇（υ－ y ） ＋ （ y － z ） ꆤ（υ－ y ）｝dx ＝0 （30）

根据（29） 、（30）知：
J（υ） － J（ y ） ≥0 （31）

命题得证⒀
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Uniqueness of Optimal Solutions to A┐Harmonic
Obstacle Optimal Control Problem

YE Yu┐quan， ZHOU Shu┐qing

（ Department of Applied M athematics，Shanghai Jiaotong University，Shanghai200240，China）

Abstract： T he continuous dependence of solutions on control for obstacle optimal control
problem governed by A-harmonic variational inequality is given by perturbation．Existence
and uniqueness of optimal solutions is presented．

Key words： A-harmonic；obastcle problem；uniqueness
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