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一个通项公式在建立恒等式方面的应用

周学松， 刘二根， 朱惠倩， 李 季

（华东交通大学 基础科学学院，江西 南昌 330013）

摘要： 利用参考文献［1］中的定理1给出组合数的一些新的性质，并推广了参考文献［2］中的一个结果⒚
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  我们在文［1］中得到
  引理1 由递推关系 （ a ≠）0，（ b ≠0，c ≠0）

U1 ＝ c，Un＋1 ＝ a ＋ b
Un

 n ≥1 （1）
给出的数列其通项公式为，（规定；k ＜0时∑k

j ＝0
f （ j ） ＝0）

    Un ＝

c∑k－1

j ＝0
C j2k－1－ja2k－1－2j bj ＋ b∑k－1

j ＝0
C j2k－2－ja2k－2－2j bj

c∑k－1

j ＝0
C j2k－2－ja2k－2－2j bj ＋ b∑k－2

j ＝0
C j2k－3－ja2k－3－2j bj

， n ＝2k，

                           k ＝1，2，…

c∑k－1

j ＝0
C j2k－ja2k－2j bj ＋ b∑k－1

j ＝0
C j2k－1－ja2k－1－2j bj

c∑k－1

j ＝0
C j2k－1－ja2k－1－2j bj ＋ b∑k－1

j ＝0
C j2k－2－ja2k－2－2j bj

， n ＝2k ＋1，

  由文［2］中有
  引理2 a，b为自然数，由递推关系

             
Fn＋2 ＝ aFn＋1 ＋ bFn n ≥1
F1 ＝1， F2 ＝ a （2）

产生的序列的通项表达式为

    Fn ＝ 1
L

a ＋ L2
n

－ a － L2
n

 （ L ＝ a2 ＋4b， n ≥1）
  引理3 由（1）产生的数列满足
    k ∈ N   U2k＋1U2k…U1 ＝ c∑k

j ＝0
C j2k－ja2k－2j bj ＋ b∑k－1

j ＝0
C j2k－1－ja2k－1－2j bj

  证    k＝1时
  U3U2U1 ＝ （ aU2 ＋b） c ＝ （ a（ a ＋ b

c ） ＋b） c ＝ c（ a2 ＋b） ＋ ba ＝ c∑1
j ＝0

C j2－ja2－2j bj ＋b∑1－1

j ＝0
C j2－1－ja2－1－2j bj

结论成立

假设 k ＝ m 时结论成立，即
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       U2m＋1U2m…U1 ＝ c∑m
j ＝0

C j2m－ja2m－2j bj ＋ b∑m－1

j ＝0
C j2m－1－ja2m－1－2j bj

下面证明 k ＝ m ＋1时结论也成立
  U2m＋3U2m＋2U2m＋1…U1 ＝ U2m＋3U2m＋2（ c∑m

j ＝0
C j2m－ja2m－2j bj ＋ b∑m－1

j ＝0
C j2m－1－ja2m－1－2j bj ）

＝
c∑m＋1

j ＝0
C j2（ m＋1） －ja2（ m＋1） －2j bj ＋ b∑m

j ＝0
C j2（ m＋1） －1－ja2（ m＋1） －1－2j bj

c∑m
j ＝0

C j2（ m＋1） －1－ja2（ m＋1） －1－2j bj ＋ b∑m
j ＝0

C j2（ m＋1） －2－ja2（ m＋1） －2－2j bj
ꆤ

  
c∑m

j ＝0
C j2（ m＋1） －1－ja2（ m＋1） －1－2j bj ＋b∑m

j ＝0
C j2（ m＋1） －2－ja2（ m＋1） －2－2j bj

c∑m
j ＝0

C j2（ m＋1） －2－ja2（ m＋1） －2－2j bj ＋b∑m－1

j ＝0
C j2（ m＋1） －3－ja2（ m＋1） －3－2j bj

ꆤ（ c∑m
j ＝0

C j2m－ja2m－2j bj ＋b∑m－1

j ＝0
C j2m－1－ja2m－1－2j bj ）

＝ c∑m＋1

j ＝0
C j2（ m＋1） －ja2（ m＋1） －2j bj ＋ b∑m

j ＝0
C j2（ m＋1） －1－ja2（ m＋1） －1－2j bj

  由归纳法知结论成立     （毕）
  定理1 自然数 a，b，k， （ a2 ＋4b ＝ L ≠0）
  a∑k

j ＝0
C j2k－ja2k－2j bj ＋ b∑k－1

j ＝0
C j2k－1－ja2k－1－2j bj ＝ 1

L
a ＋ L2

2k＋2
－ a － L2

2k＋2

  证 由引理2中的递推关系（2）可得
        （ n ≥1）  Fn＋2／Fn＋1 ＝ a ＋ b

Fn＋1／Fn
 F1 ＝1， F2 ＝ a （3）

  取 Un＋1 ＝ Fn＋2／Fn＋1， 则（3）变为
             U1 ＝ a， Un＋1 ＝ a ＋ b

Un
 n ≥1 （4）

  由（4）及引理2知
       U2k＋1U2k…U1 ＝ F2k＋2 ＝ 1

L
a ＋ L2

2k＋2
－ a － L2

2k＋2 （5）
  由（5）及引理3立即得证     （毕）
  推论：k ∈ N  ∑k－1

j ＝0
32k－1－2j ⒀4j （9C j2k－j ＋4C j2k－1－j ） ＝ 15（16k＋1 －1） －3ꆤ4k

  证 在定理1中取 a ＝3，b ＝4立即得证.    （毕）
  这就是说，利用定理1我们可得许多有趣的恒等式⒚
  引理2中虽然其通解式简洁易记，但仅对自然数 a，b 其结论成立，局限性很大，下面定理2给出了由递
推关系（2）给出的数列的更一般的通解式⒚
  定理2 设 a ≠0，b ≠0均为实数，则由（2）产生的数列的通解式为

  F1 ＝1，F2＝a，Fn ＝

a∑k

j ＝0
C j2k－ja2k－2j bj ＋ b∑k－1

j ＝0
C j2k－1－ja2k－1－2j bj   n ＝2k ＋2 （6）

                           k ＝1，2，…

a∑k－1

j ＝0
C j2k－1－ja2k－1－2j bj ＋ b∑k－1

j ＝0
C j2k－2－ja2k－1－2j bj  n ＝2k ＋1 （7）

  证 由（5）式及引理3立即得证（6）式⒚
  仿引理3的证明很易证得由（1）产生的数列满足
       k ∈ N ，U2kU2k－1…U1 ＝ c∑k－1

j ＝0
C j2k－1－ja2k－1－2j bj ＋ b∑k－1

j ＝0
C j2k－2－ja2k－2－2j bj ．

  再对（4）式利用该结果并注意
              F2k＋1 ＝ U2kU2k－1…U1
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立即可得证（7）           （毕）
  定理3 若 e是方程 x2 － ax － b ＝0的根，则当U1 ＝ e时，由（1） 产生的数列是以 e为常数的常数数列，
即 U1 ＝ e时，n ≥2 Un ＝ e， （ a ≠0，b ≠0） .

  证   设 e ＝ a ＋ a2 ＋4b2 ， U1 ＝ e， 设  Un－1 ＝ e，

  则   Un ＝ a ＋ b
Un－1 ＝ a ＋ b

e ＝ a ＋ 2b
a ＋ a2 ＋4b ＝ a ＋2b（ a2 ＋4b － a）4b ＝ e

  同理可证 e ＝ a － a2 ＋4b2 的情况      （毕）
  定理4 若 e是 x2 － ax － b ＝0的根，a ≠0，b ≠0
则  e∑k

j ＝0
C j2k－ja2k－2j bj ＋ b∑k－1

j ＝0
C j2k－1－ja2k－1－2j bj ＝ e2k＋1 k ∈ N

  证 由定理3知
       U2k＋1U2k…U1 ＝ e2k＋1，再利用引理3即可得证.        （毕）
  定理5 k ∈ N ， 则

     （ i）  ∑k

j ＝1
C j －12k－1－j （ －1） j2k－j ＝ －1 k ≡1（ mod4） 或 k ≡2（ mod4）

 1 k ≡0（ mod4） 或 k ≡3（ mod4）
     （ ii）  ∑k

j ＝1
C j2k－j （ －1） j2k－j ＝ －1 k ≡2（ mod4） 或 k ≡3（ mod4）

 1 k ≡0（ mod4） 或 k ≡1（ mod4）
  证  因为方程 x2 －2x ＋2＝0的根 e ＝1± i
  取 U1 ＝1＋ i，由定理4得
  （1＋ i）∑k

j ＝0
C j2k－j22k－2j （ －2） j －2∑k－1

j ＝0
C j2k－1－j22k－1－2j （ －2） j ＝ （1＋ i）2k＋1

  ⇒（ －1） k2k ＋∑k－1

j ＝0
（ －1） j22k－j （ C j2k－j － C j2k－1－j ） ＋ i∑k

j ＝0
C j2k－j22k－j （ －1） j

    ＝∑k

j ＝0
C2j2k＋1（ －1） j ＋ i∑k

j ＝0
C2j ＋12k＋1（ －1） j ＝2k 2cos（2k ＋1） π4 ＋ i2k 2sin（2k ＋1） π4

  ⇒∑k

j ＝0
C j2k－j22k－j （ －1） j ＝2k 2sin（2k ＋1） π4

  ⇒∑k

j ＝0
C j2k－j2k－j （ －1） j ＝ 2sin（2k ＋1） π4 ＝2sin π4sin（2k ＋1） π4

    ＝ cos kπ2 ＋ sin kπ2 ＝ －1，k ≡2（ mod4） 或 k ≡3（ mod4）
 1，k ≡ o（ mod4） 或 k ≡1（ mod4）

  由此得证（ ii ）
  再由2k 2cos（2k ＋1） π4 ＝ （ －1） k2k ＋∑k－1

j ＝0
（ －1） j22k－j （ C j2k－j － C j2k－1－j ）

     ＝ （ －1） k2k ＋∑k－1

j ＝0
（ －1） j22k－jC j －12k－1－j ＝∑k

j ＝1
C j －12k－1－j （ －1） j22k－j

  仿上可得证 （ i）      （毕）
  定理6 k 为非负整数，则

          ∑k

j ＝0
C2j ＋12k＋1（ －3） j ＝4k∑k

j ＝0
C j2k－j （ －1） j

  证  因为  e ＝1＋ 3i2 是方程 x2 － x ＋1＝0的根⒀

  取  U1 ＝1＋ 3i2 ，由定理4得
       1＋ 3i2 ∑k

j ＝0
C j2k－j （ －1） j －∑k－1

j ＝0
C j2k－1－j （ －1） j ＝ （1＋ 3i2 ）2k＋1 （8）
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  而  （1＋ 3i2 ）2k＋1 ＝ 122k＋1（1＋ 3i）2k＋1

  ＝ 122k＋1（1＋ C12k＋1 3i ＋ C22k＋1（ 3i）2 ＋ C32k＋1（ 3i）3 ＋ C42k＋1（ 3）4 ＋ C52k＋1（ 3i）5
   ＋ … ＋ C2k2k＋1（ 3i）2k ＋ C2k＋12k＋1（ 3i）2k＋1）
  ＝ 122k＋1（∑k

j ＝0
C2j2k＋1（ －3） j ＋ i 3∑k

j ＝0
C2j ＋12k＋1（ －3） j ） （9）

  由（8） （9） 比较 i 前的系数得

         32 ∑k

j ＝0
C j2k－j （ －1） j ＝ 322k＋1∑k

j ＝0
C2j ＋12k＋1（ －3） j

         ⇒4k∑k

j ＝0
C j2k－j （ －1） j ＝∑k

j ＝0
C2j ＋12k＋1（ －3） j      （毕）

  仿定理5，定理6还可得许许多多有趣的恒等式⒚

定理7 k ∈ N  则（ i）∑k

j ＝0
C j2k－j4k－j （ －1） j ＝2k ＋1；（ ii）∑k－1

j ＝0
C j2k－1－j ；4k－j （ －1） j ＝4k

  证  k ＝1时，（ i） ，（ ii） 显然成立⒀
  假设  k ＝ m 时结论成立，即

    ∑m－1

j ＝0
C j2m－1－j4m－j （ －1） j ＝4m；∑m

j ＝0
C j2m－j4m－j （ －1） j ＝2m ＋1

  下面证明 k ＝ m ＋1时（ i） 成立， （ Cu
n＋1 ＝ Cu

n ＋ Cu－1
n ）

     ∑m＋1

j ＝0
C j2m＋2－j4m＋1－j （ －1） j ＝∑m＋1

j ＝0
（ C j2m＋1－j ＋ C j －12m＋1－j ）4m＋1－j （ －1） j

    ＝∑m＋1

j ＝0
（ C j2m－j ＋ C j －12m－j ）4m＋1－j （ －1） j ＋∑m＋1

j ＝0
C j －12m－（ j －1）4m－（ j －1） （ －1） （ －1） j －1

    ＝4∑m＋1

j ＝0
C j2m－j4m－j （ －1） j ＋∑m＋1

j ＝0
C j －12m－1－（ j －1）4m－（ j －1） （ －1） （ －1） j －1 －∑m

j ＝0
C j2m－j4m－j （ －1） j

  注意节一个和式中出现 Cm＋1
m－1，规定 Cn

k ＝0，k ＜ n时，

    ＝4∑m
j ＝0

C j2m－j4m－j （ －1） j －∑m－1

j ＝0
C j2m－1－j4m－j （ －1） j －∑m

j ＝0
C j2m－j4m－j （ －1） j

  由归纳假设
    ＝3（2m ＋1） －4m ＝2（ m ＋1） ＋1
  由数学归纳法得证（ i）
  同理可证（ ii）      （毕）
  定理8 k ≥2为整数时，

        ∑k－2

j ＝0
4k－2－j （ －1） jC j2k－2－j ＝

k －12 ，  k 为奇数

k／2，   k 为偶数
  证  由定理7得
        4k － （2k ＋1） ＝∑k－1

j ＝0
C j2k－1－j4k－j （ －1） j －∑k

j ＝0
C j2k－j4k－j （ －1） j

       ⇒∑k－1

j ＝0
4k－j （ －1） j （ C j2k－1－j － C j2k－j ） ＝2k ＋ （ －1） k －1

       ⇒∑k－1

j ＝0
4k－1－j （ －1） j （ － C j －12k－1－j ） ＝ （2k ＋ （ －1） k －1） 14

       ⇒∑k－1

j ＝0
4k－2－（ j －1） （ －1） j －1C j －12k－2－（ j －1） ＝2k ＋ （ －1） k －14

（下转第41页）
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       ⇒∑k－2

j ＝0
4k－2－j （ －1） jC j2k－2－j ＝

k －12 ，k 为奇数

 k2， k 为偶数
     （毕）
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