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在役结构可靠度的拟对数正态分布法及其应用
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摘要： 根据在役工程结构的实际情况，采用对数正态分布来描述可靠度分析中常遇到的随机变量；讨论了拟对正态分
布的验算点法；通过对钢筋混凝土钢筋锈蚀的耐久性可靠度分析，说明了拟对数正态分布法的应用⒚
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0 引 言

  工程结构设计的主要任务之一是保证设计的结
构能够在规定的工作时间内，在给定的荷载条件下
安全、适用地工作⒚设计方法的发展是从单模式到多
模式，从低精度到高精度，从限制条件较多到普通适
用的一个历程⒚
  一次二阶矩可靠度分析模型，自提出之后，发展
很快，尤其是国际结构安全度委员会（ JCSS）推荐采
用的Rachw itz-Fiessler 法［1］（即 JC 法） ，对一般独立
随机变量可靠度问题，可得到较高精度的近似分析
结果⒚为解决非正态随机变量问题，文献［2］提出“加
权分位值法”，引入设计验算点、灵敏系数及加权分
位值等概念，计算极限状态方程中的验算点与设计
参数⒚文献［3］引用文献［2］的某些概念，将非正态随
机变量先行当量正态化，提出了实用分析法，比 JC
法简单且精度相差不多；文献［4］等提出了广大随机
空间的概念，把相关随机变量和广义随机空间相联
系，建议在广义随机空间内进行可靠度分析，在一定
程度上简化了相关随机变量的可靠度分析⒚上述方
法，涉及到非正态分布随机变量的处理时，都需将其
映射或当量正态化处理⒚
  本文根据在役工程结构实际情况，对在役结构
可靠度分析中常遇到的各类非对数正态分布随机变

量，采用比正态分布形态更丰富的对数态分布来描
述；讨论了拟对数正态分布验算点法（对应于 JC 法

中的当量正态分布法） ；通过对钢筋锈蚀的耐久性可
靠度分析，说明了拟对数正态分布法的应用⒚

1 拟对数正态分布
1．1 拟对数正态分布提出的原因
  目前的常用结构可靠性分析方法一般需对非正
态分布当量正态化，再进行可靠度计算⒚正态分布有
其计算简单（如可线性运算） ，易求出其联合分布等
特点⒚但非正态分布当量正态化时，其等效条件是：
在验算点处，等效正态分布变量的分布函数与概率
密度函数值分别和原变量的相应值相等；或把原非
正态分布变量按对应于失效概率有相同分位值的条

件，用正态分布随机变量来代替，并要求当量正态化
后的均值与原来的非正态变量的均值相等［1］⒚故所
谓的等效指两者的概率密度曲线在某一点重合，且
使两曲线在该点以右（或以左）所圈的面积相等⒚
  由于正态分布是一种对称性分布，若随机变量
近似服从对称分布时，用正态分布作等效是与实际
相符的，但实际工程中的变量有可能服从某种偏态
分布，这时可能会产生较大的误差⒚再说，正太分布
在数学上的变量定义域为［－∞，＋∞］，但实际工程
中许多物理量是非负的，若原变量的变异系数较大
时，则分布规律应是从0处左截尾（实际成截尾正态
分布） ，可能产生较大误差⒚也有些研究者用威布尔
分布 （ Weibull distribution） 等效，如涉及产品寿命
分布时，由于其形态十分丰富，有相当灵活的三个分
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布参数，可以较好地拟合正态分布、对数正态分布
等，但难求得几个威尔分布的联合分布⒚
  对数正态分布与正态分布关系密切，只需进行
较为方便的变换即可利用正态分布已有的性质，且
易求得其联合分布，运算方便⒚并且，对数正态分布
的取值区间为非负，与结构工程的变量实际取值区
域相符⒚
  在役结构的许多变量的均值与方差等，来自于
实际量测结果，在数据分析整理时一般难确定其分
布规律，此时采用对数正态分布的假定来模拟应该
是比较恰当的⒚因为，无论是一次二阶矩法还是二次
二介矩法，其精度保证的基本前提是，所用变量分布
概型是正确的，参数是准确的，但实际上都难做到这
一点，而对数正态分布可以在一定程度上消除这一
影响⒚因此，本文提出拟对数对态分布法⒚
1．2 拟对数正态分布
  X 为对数正态分布时的概率密度函数为

f x （ x ） ＝ 1
2πξx

exp［－12（ ln x－λ
ξ ）2］ （0＜x＜∞）

（1）
  式中，λ＝E （ lnx ） ，ξ＝ D lnx分别是 lnx 的均
值与标准差，D 为方差⒀
  对数正态分布是一中偏态分布，区间为（0，∞） ⒀
若已知某变量实测值的均值与方差，则可方便得出
其分布函数，即拟对数正态分布函数⒀由于

E （ x ） ＝∫∞

0 x f （ x ） dx （2，a）
D （ x ） ＝∫∞

0 ［x － E （ x ） ］2dx 2，b）
所以，就对数正态分布而言，有

ξ2 ＝ ln （ σ
μ）2 ＋1 （3，a）

λ＝ ln μ－ ξ22 （3，b）
  式中，μ与σ分别为该变量的均值和标准差⒀
  若已知变量的均值与方差，则可进行拟对数正
态分布模拟⒀由于对数正态分布的上性质，故其对在
役结构可靠性分析而言更为有效，因为有些在役结
构的构件各变量难确切知道其分布类型⒀结构可靠
性分析中最常用的分布是正态、对数正态及极值 I
型分布，所以，对极值 I 型分布是用正态分布模拟合
适，还是用对数正态分布模拟更好是结构可靠度计
算精度是否高的比较关键的问题⒀以下对一个变量
（ 方差比较大）的分布密度函数，用密度函数图形说
明这一问题⒀

  例1 变量 X 的均值和方差分别为4．0和2．
0，分析正态分布和对数正态分布对极值 I 型分布的
模拟情况

  若 X 使用正态分布，则分布函数为 f1（ x ） ＝0．

2821exp［－x－4．0）24．0 ］，（ x 的实际区间为0≤x ＜

∞ ） ；而若用对数正态分布模拟，则其密度函数为

f2（ x ） ＝ 10．8603x exp［－（ ln x－1．3274）20．2356 ］，（ x 的区
间为0＜x＜∞） ⒀而极值 I型密度函数为 f3（ x ） ＝0．
9069exp｛－0．9069（ x－3．3635） －exp［－0．9069（ x
－3．3635） ］｝，（ x 的区间为0≤x＜∞） ⒀图1表明，
对数正态分布比正态分布的模拟要更合适，尤其是
变异系数较大的变量，故拟对数正态分布更适合于
在役结构可靠度分析⒀

图1 拟对数正态、正态分布与极值 I 型分布密度函数
2 结构可靠度的拟对数正态分布验算点法
  结构构件的极限状态方程可能是非线性，而且
随机变量的分布也是多样的⒀在一次二阶矩理论中，
对非线性极限限状态方程的处理，则是将非线性极
限状态方程在验算点处线性展开，对非正态变量的
处理是将其正态化⒀对于非线性方程的线性展开，研
究成果比较充分，在此也按已有成果的基础进行⒀对
于非对数正态变量的处理，则按拟对数正态分布进
行，即形成结构可靠度的拟对数正态分布验算点法⒀
2．1 当量拟对数正态化
  “当量拟对数正态化”延引“当量正态化”的概
念，条件仍是两个：在设计验算点 x*

i 处，当量拟对
数正态随机变量 X ′i （其平均值为μX′i，标准差σx′i ）
的分布函数值 FX′i （ x*

i ） 与原随机变量 （ 其均值为
μx i，标准差σx i ）的分布函数值 F x i （ x*

i ） 相等；②在设
计验算点 x*

i 处，当量拟对数正态随机变量的概率
密度函数值 f X′i （ x*

i ）与原随机变量概率密度函数值
f X i （ x*

i ）相等⒀两个条件的示意图如图2⒀
  由第一个条件，有 FX′i （ x*

i ） ＝FX i （ x*
i ） ，或
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Φ
ln x*

i － λX′i

ξX′i
＝ FX i （ X *

i ） （4）

图2 当量拟对数正态分布条件

  由第二个条件，有 f （ X′i ） （ x*
i ） ＝f （ X i） （ x*

i ） ，或

f （ X′i ） （ x*
i ） ＝ 1

2πξ（ X′i ） （ x*
i ） exp －12

lnx*
i －λX′i

ξ（ X′i ）

2

    ＝
●ln x*

i －λx′i

ξX′i

ξX′ix*
i

＝f X i （ x*
i ） （5）

即有 ●｛Φ－1［FX i （ x*
i ） ］｝

ξX′ix*
i

＝ f X i （ x*
i ） （6）

由上式可得

ξX′i ＝
●｛Φ－1［FX i （ x*

i ） ］｝
x*

i ꆤf X i （ x*
i ） ＝ f X i （ x*

i ） （7）
将上式代入式（5．4） ，有

λx′i ＝ lnx*
i － Φ－1［FX i （ x*

i ） ］
●｛［Φ－1［FX i （ x*

i ） ］］｝
x*

i ꆤf X i （ x*
i ）

（8）
  式中，Φ（ ꆤ） 为标准正态分布函数，Φ－1（ ꆤ） 为
其反函数，φ（ ꆤ）是标准正态分布的概率密度函数⒚
  式（7）是当量对数正态分布的方差计算公式，即
X′i的标准差为ξX′i；式（8）是当量对数正态分布的均
值λx′i计算分式⒚
  若 X i是正态分布，则有

ξX′i ＝
σX i

x*
i

（9）

λX′i ＝
μX i

x*
i

＋ ln x*
i －1 （10）

2．2 可靠度的拟对数正态分布验算点法（ JC法）
  与一次二阶矩法相似，设极限状态方程为多个
相互独立的随机变量组成，即

Z ＝ G （ X1，X2，…，X n） ＝0 （11）
  引入拟对数正态分布随机变量后，方程可表示
为

Z ＝ g （ X ′1，X ′2，…，X ′n） ＝0 （12）
  同样按迭代方法，设验算点 P* （ x*1 ，x*2 ，…，
x*

n ） ，有

cos θX′i ＝
－ ∂g∂X ′i p*

ξX′i

∑n

i＝1
∂g∂X ′i p*

ξx′i

2 12
（13）

  式中，∂g∂X′i p*
是函数 g （ X ） 对 X i 的偏导数在

p *（ x*1 ，x*2 ，…，（ x*
n ）点的赋值，同样有

∑n

i＝1
cos2θX′i ＝1⒀

  类似一次二阶矩法，有
ln x*

i ＝ λX′i ＋ βξX′icos θX′i   （ i ＝1，2，…，n）
（14）

  式中，β为所求可靠指标⒚
  按对数正态分布变量求β，利用下式与式（13） 、
式（14）联立求解β及 x*i

g （ x*1 ，x*2 ，…，x*
n ） ＝0 （15）

  由于验算点 P* （ x*1 ，x*2 ，…，x*
n ） 待求，所以式

（13） 和（14） 与式（7） 和（8） 相互制约，只可迭代求β
值⒚
  若极限状态方程为 Z＝R－G－Q＝0，则

cos θR′＝ － ξR′

ξ2R′＋ ξ2G′＋ ξ2Q′

（16，a）

cos θG′＝ － ξG′

ξ2R′＋ ξ2G′＋ ξ2Q′

（16，b）

cos θQ′＝ － ξQ′

ξ2R′＋ ξ2G′＋ ξ2Q′

（16，c）
式中的 R′，Q′和 G′为当量对数正态化之后的拟对
数正态分布变量，而式（14）为

ln R* ＝ λR′＋ βξR′cos θR′    （ a）
ln G* ＝ λG′＋ βξG′cos θG′    （ b）
ln Q* ＝ λQ′＋ βξQ′cos θQ′    （ a）

（17）

  此时的可靠指标则为

β＝ λR′λG″λQ′

ξ2R′＋ ξ2G′＋ ξ2Q′

（18）
  用拟对数正态分布的验算点法求解，其迭代过
程与当量正态化的一次二阶矩法（验算点法）类似⒚
  由于对数正态分布拟合其它分布程度一般比正
态分布要好，故可以预计的是计算结果要比当量正
态化的结果更为精确⒚尤其是对于在役结构而言，由
于变量的分布类型一般难确切预知，用拟对数正态
分布法更合理⒚
  例2 已知极限态方程 g （ R，S7 ＝R － S，R7与
S 的均值分别是100和50；变异系数分别为0.12和
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0.15，其中 R 为正态分布，S 为对数正态分布⒚
  用上述分析的拟对数正态分布方法计算的β为
3.4152（ R 与 S 独立时） ，数值积分法为3.3825；文
献［5］中的例1（当量正态分布的验算点法） 计算结
果为3.2868⒚与积分法相比，拟对数正态分布法的
结果误差为0.97％（偏大） ，而当量正态分布验算点
法的误差（与数值积分法比）为2.83％（偏小） ⒚
  上述拟对数正态分布的验算点法，是在笛卡尔
随机空间内，使当量对数正态化前、后的随机变量在
验算点处具有相同的概率分布函数值和概率密度函

数值⒚类似于文献［5］的广议随机空间内的实用算
法，同样可以推广为广义随机空间内的拟对数正态
分布实用算法，其使用的条件也仍可采用当量对数
正态化前、后的随机变量对应的失效概率 P f 或1－
P f 有相同的分位值且平均值相等［2］⒚由于算法过程
类似，在此不再讨论，但可以预计的结论是：计算精
度应比当量正态化的实用算法更高，只是过程稍为
复杂一些而已⒚另外，也可以类似于广义随机空间验
算点法的拟对数正态分布广义随机空间验算点法

等⒚在此不现赘述⒚对于在役结构而言，某些变量的
分布类型很难确知，此时用拟对数正态分布方法是
合适的⒚

3 在混凝土结构耐久性分析中的应用
  钢筋混凝土结构的耐久性可靠性分析是内容复
杂且丰富的研究课题，涉及的学科多⒚美国混凝土学
会（ ACI）201委员会将混凝土耐久性破坏的过程概
括为［4］：①冻融循环；②化学侵蚀；③磨蚀；④钢筋锈
蚀；⑤碱－骨料反应⒚与耐久性有关的随机变量统计
参数的观测和统计分析是结构耐久性评估的基础工

作，但当前的诸如碳化深度、氯离子侵蚀深度等实测
资料相等缺乏，因而其变量分布概型，碳化深度或氯
离子锈蚀深度预测等问题都有待进一步研究⒚
  钢筋混凝土结构中钢筋的腐蚀机理及主要影响
因素比较复杂［4］，因此，对钢筋的腐蚀可靠度的分析
研究目前还不是很充分⒀文献［4］提出的钢筋腐蚀破
坏的三个阶段中，在0～t1段是结构的安全使用期
（ 即碳化前沿或氯离子侵蚀到钢筋界面，达到临界
值，钢筋钝化膜未被破坏） ；而 t1～t2段（即局部腐蚀
并使混凝土局部开裂）及 t2～t3段（钢筋大面积腐蚀
及混凝土大面积开裂，钢筋腐蚀速度加速而使钢筋
截面迅速减小，使安全性能过低）的预测是相当困难
的⒀
  对于在0～t1段上的任意时点 t，混凝土碳化深

度 （或氯离子侵蚀深度） x 可以调查，从而可建立其
极限状态方程为

Z ＝ D － x ＝0 （19）
  式中，D 为混凝土保护层的厚度；x 为碳化（或
氯离子侵蚀）深度⒀
  最保守的寿命预测或结构使用性能评估应认为
Z＞0时为结构可靠状态⒀而 Z＜0结构则处于耐久
性失效状态⒀
  对于 x 的实测值处理，文献［4］认均匀锈蚀（大
气环境下） x 近似服从正态分布；而局部锈蚀（海洋
环境氯离子侵蚀） x 应用极值 I型分布近似描述⒚但
由于前述原因，x 的分布类型还不能完全肯定，由
此，可用上述拟对数正态分布的优势，将 x 拟合成
对数正态分布，至于 D，可按正态分布计算⒀
  例3 文献［4］给出的例14．2中，某混凝土结
构（港口工程）在建成20年后的检测中，取得一组氯
离子侵蚀最大深度样本为（40．9，33．1，42．6，50．7，
48．7，48．6，45．4，39．8，41．5，44．7，37．4，43．2，35．
9） mm，设混凝土保护层厚度为45mm，服从 N （45，
52） （正态分布） ⒀
  以对数正态分布模拟最大深度的概率分布，有
x 的均值μx ＝41．983mm，标准差σx ＝4．863mm；
而λx＝3．731，ξx＝0．1155⒀则 x 的概率密度函数为

f （ x ） ＝3．454
x exp［－37．481（ ln x －3．731）2］

  利用前述的拟对数正态分布验算点法，求得β
＝0．437，结构耐久性失效概率为 P f ＝0．3311⒚
  文献［4］利用线性无偏参数估计法估计位置参
数后，用极值 I 型概型模拟 x 的概率分布，计算得β
＝0．430，相应的 P f ＝0．3336⒀若用正态分布模拟
x，则β＝0．412，相应的 P f ＝0．3402⒀结果说明，用
拟对数正态分布法来拟合结构耐久性中的未知参数

概型是合适的⒀

4 结 论

  本文分析了对数正态分布的特点，根据在役工
程结构实际情况（可能原变量的变异系数较大） ，对
在役结构可靠度分析中常遇到的各类非对数正态分

布随机变量，采用比正态分布形态更丰富的对数正
态分布来描述；讨论了拟对数正态分布验算点法（对
应于 JC 法中的当量正态分布法） ，其计算较简单，
且精度更高；通过对钢筋混凝土钢筋锈蚀的耐久性
可靠度分析，说明了拟对数正态分布法可应用于在
役结构可靠性的分析⒚
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