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局部刚度修正的快速算法

赵锡钱， 由敬舜

（南昌大学 工程力学研究所 江西 南昌330029）

摘要： 研究结构局部刚度改变时的结构重分析方法⒚结构局部刚度改变问题在结构有限元计算时常会遇到，例如：结
构物个别构件的破坏或损伤，构件的局部屈服等等⒚本文推导了一种新的算法，利用原结构刚度矩阵的 LDLT 分解因
子，通过代数运算获得新结构的解⒚该算法的结果是精确且通用的，不仅可用于杆系结构也可用于连续体，而计算量
与目前已有的各种与专用近似方法相同⒚算例表明，新方法是有效的⒚
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0 引 言

  结构局部刚度改变是结构计算中经常遇到的问
题，例如：结构物个别构件的破坏或损伤、构件的局
部屈服等等⒚由方程求解过程可知，无论刚度改变涉
及的范围大小如何，都需要对结构进行重分析⒚在许
多场合，求解过程中局部刚度不断改变，如果每次都
作全结构的重分析，计算效率太低⒚为此，人们一直
在研究避免每次重分析时都对整个刚度矩阵求逆的

快速计算方法，针对一些特殊问题提出了一些快速
算法⒚在杆系结构方面，Majid，Elloit，Bakri，林潮熙
等［1］［2］［3］提出并改进了杆系结构的更改定理：周岱
等给出了一种杆件拆除对空间网架结构影响的实用

计算方法［4］；在弹塑性、接触分析方面，采用子结构
法等⒚但各种方法都有一定的局限：现有的结构变更
定理缺乏通用性，且非精确计算；子结构法一般需要
预先知道刚度变更的区域，并要求相关自由度集中
编号⒚这都限制了它们在一般场合的应用⒚

本文给出一种精确算法，它利用原结构刚度矩
阵分解结果计算新结构位移，计算结果是精确的⒚该
方法具有通用性，节点编号不受限制，便于编入通用
程序⒚同时，该算法对刚度变更的发展具有继承性，
这特别适合于塑性区扩展，结构破坏过程的计算⒚

1 算法

  设初始的 n阶结构刚度方程为
    ［K ］｛u｝＝ ｛R｝ （1）
由于若干单之刚度矩阵改变而使结构刚度矩阵产生

增量［牱K］，则转的结构刚度方程为
（ ［K ］ ＋ ［ΔK ］） ｛u*｝＝ ｛R｝ （2）

这里我们假定 ［K ］ ＋ ［ΔK ］保持为正定，即刚度改
变不会使结构变为机动⒀

令｛R′｝＝ ｛R｝＋ ｛ΔR｝表示使新结构产生位移
｛u｝所需要施加的载荷，即

（ ［K ］ ＋ ［ΔK ］） ｛u｝＝ ｛R′｝＝ ｛R｝＋ ｛ΔR｝（3）
则有    ｛ΔR｝＝ ［ΔK ］｛u｝ （4）
如果能找到｛Δu｝满足
  （ ［K ］ ＋ ［ΔK ］） ｛Δu｝＝ ｛ΔR｝ （5）
则显然

  （ ［K ］［ΔK ］） （ ｛u｝－ ｛Δu｝） ＝ ｛R｝ （6）
即

    ｛u*｝＝ ｛u｝－ ｛Δu｝ （7）
  下面说明｛牱u｝的计算方法⒚

因为［牱K］只与局部自由度有关，因此与无关自
由度对应的的行列都等于零⒚若相关自由度数为m，
则去掉全为零元素的行列后［牱K］成为 m 阶的局部
修正刚度矩阵［牱K′］，并有
    ［ΔK ′］ ＝∑

e
［ΔK e］ （8）
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记   ［ΔR′］ ＝∑
e

［ΔK e］｛ue｝ （9）
  ［ΔR′］为｛ΔR｝的紧凑表示（将0元素剔除） ，上
标 e表示有刚度修改的单元⒀

设｛ui｝表示原结构在｛r i｝作用下产生的位移，
则

（ ［K ］ ＋ ［ΔK ］） ｛ui｝＝ ｛r i｝＋ ｛Δr i｝ （10）
｛r i｝＋ ｛Δr i｝＝ ｛r i｝＋∑

e
［ΔK ］｛uei｝ （11）

  若｛r i｝的非0分量只出现在有刚度修改的自由
度上，则｛r i｝＋ ｛Δr i｝可以写为紧凑形式，记为
｛δr′i｝，m个｛r i｝可以产生 m个矢量｛δr′i｝，若这些矢
量线性无关，必可求出一组解｛α｝满足
    ｛ΔR′｝＝ ｛δr′｝｛α｝ （12）
其中［δr′］为由｛δr′i｝组成的 m 阶矩阵，写成紧凑表
示复原的形式为

    ｛ΔR｝＝ ［δr］｛α｝ （13）
上式代入式（5） ，并注意到式（10） ，显然有
    ｛Δu｝＝∑

i
αi｛ui｝ （14）

2 ｛r i｝的选取

为求取m个线性无关的矢量｛δr′i｝，只需取下列
m个线性无关矢量｛r i｝
  ｛r i｝＝ ［0…010…0］  i ＝1，2…m
其中分量1出现在第 i个与刚度修改有关的自由度
号上⒚

这样选取的 ｛r i｝可以保证｛δr′i｝ （ i ＝ 1，
2…m） 线性无关⒀事实上，由［K ］的正定性和m个矢
量｛r i｝的线性无关性可以保证m个矢量｛ui｝的线性
无关，而m个矢量｛ui｝的线性无关与［K ］＋［ΔK ］的
正定性可以保证 m个矢量｛δr′i｝线性无关⒀

图1 算例图

3 算例
  图1结构中各杆的初始拉压刚度均为 EA ＝2．
0×109N ，杆2的拉压刚度降为0.5EA，用本文的方
法计算节点位移⒀

初始刚度（情况 A）的刚度方程
  ［K A］｛uA｝＝ ｛R｝
通过计算可得

0．902 －0．236 0．236 0 0
－0．236 0．902 －0．236 －0．667 0
0．236 －0．236 0．902 0 0

0 －0．667 0 0．902 0．236
0 0 0 0．236 0．902

｛uA｝＝

0
0
0
50
0

（ A ）
  杆2刚度减半后（情况 B ）的刚度方程
  ［K B］｛uB｝＝ ｛R｝
  通过计算可得

0．902 －0．236 0．236 0 0
－0．236 0．569 －0．236 －0．333 0
0．236 －0．236 0．902 0 0

0 －0．333 0 0．569 0．236
0 0 0 0．236 0．902

｛uB｝＝

0
0
0
50
0

（ B ）
  刚度增量

  ［ΔK AB］＝［K B］－［K A ］＝

0 0 0 0 0
0 －0．235 0 0．333 0
0 0 0 0 0
0 0．333 0 －0．235 0
0 0 0 0 0

取单位力基矢

  ｛e1｝＝［0 1 0 0 0］T

  ｛e2｝＝［0 0 0 1 0］1

求得单位力作用下的位移（单位 CM，下同）
｛V1｝＝［K A ］－1｛e1｝＝［0．750 3．62 0．750 2．87
   －0．750］T

｛V2｝＝［K A ］－1｛e2｝＝［0．595 2．87 0．595 3．47
   －0．905］T

计算刚度改变的修正项

｛ΔR｝＝［ΔK AB］｛uA ｝＝［0 0．097 0 －0．097 
0］T

｛Δe1｝＝［ΔKAB］｛V1｝＝［0 －0．25 0 0．25 0］T

｛牱e2｝＝［ΔK AB］｛V2｝＝［0 0．2 0 －0．2 0］T

建立计算修正项组合系数的方程

  
0．75 0．2
0．25 0．8 ｛α｝＝

0．097
－0．097

解得

  α1＝17．636  α2＝－17．636
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代入式（14）和（7）得刚度修正后的位移
｛uB｝＝｛uA｝－17．636｛V1｝＋17．636｛V2｝
  ＝［0．269 1．30 0．269 1．84 －0．481］T

  以上与直接解方程（ B）所得结果完全一致⒀

4 结束语
本文给出了一种结构刚度局部修改时的快速重

分析方法，该方法具有以下特点：
1） 是一种精确的方法；
2） 方法是通用的，与结构形式无关，因此对局

部弹塑性问题、断裂问题等凡是刚度改变限于局部
范围的问题都是适用的；

3） 刚度修改的重分析不需要刚度矩阵的重新
求逆，重分析计算量与现有的各种特殊计算方法相
同⒀但本方法计算具有继承性：对于每个单位力基矢

只需求解一次，以后的修正凡与它相关时可重复使
用⒀

4）本方法便于程序实现，很容易加入现有的结
构计算程序⒀
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A Fast Analysis Method of the Structures
with Local Stiffness Changed

ZHAO Xi┐qian， YOU Jing┐shun

（ Institute of Engineering Mechanic，Nanchang University，Nanchang330029，China）

Abstract：This paper studied the reanalyzes method of the structure when stiffness changed in local area．The
problem often arrived when finite element analyses for the structure w ith a few components damaged or some
elements yield，etc．In this paper，a new solution algorithm is derived，which used the LDLT factors of the stiff-
ness matrix of the old structure w ith some algebraically calculating．It need not reanalyze the whole new struc-
ture，but the result is exact．It takes the same calculation time as the methods that presented in other literature．
In addition，the method preaented in this paper is general．It can be used to analyses any type of structure，exam-
ple，bar’s structure system or contimuum problem．The example in this paper shows that the new algorithm is
effective in calculating the structure w ith local stiffness changed．
Keyword：structure stiffness；local stiffness changed；reanalyzes structure stiffness
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