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楔形体尖端近似场的非协调有限元特征法

平学成1， 陈梦成2

（1．华东交通大学 机械工程学院；2．华东交通大学 土木建筑学院，江西 南昌 330013）

摘要： 提出了一个新的、基于位移的、分析平面楔形体尖端奇性应力场和位移场问题的非协调元 FE 特征分析法⒚
该方法与过去原有求解裂纹尖端近似场的有限元特征分析方法有几点不同：1） 导出公式的出发点不同；2） 单元形
式为非协调元；3）楔形体尖端邻域内的位移场假定没有采用奇异变换技术⒚文中运用该方法给出了若干有关任意
形状楔形体尖端附近近似奇性应力场和位移场分布的算例，其中，当然包括最重要的裂纹情形，此时楔形体张开角
度为180°⒚所有的计算结果表明，本文方法较原有方法使用的单元少而且精度高⒚
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0 引 言

  关于平面问题的裂纹尖端应力和位移场方面的研究最早可以追溯到50年代初Williams 的工作［1］，他
应用应力函数特征分析方法分析了各种角边界载荷作用下楔形体尖端应力奇性指数问题⒚70年代 Erdogan
使用奇异积分方程的解析理论［2］，提出了研究裂纹尖端附近应力和变形状态的奇异积分方程主部分析技
术［3］⒚1985年，汤任基和 Erdogan［4］运用该技术对夹紧矩形板中裂纹尖端的未知性态进行了分析，并得到了
相应的裂尖近似场⒚有限差分法（ FDM ）也是一种求解裂纹尖端附近近似场的方法，在进行分析的时候，先假
定场变量在极坐标系下为可分离变量，然后将问题归结为求解一个普通微分方程［5］⒚该方法使用起来相当困
难，尤其是对复杂的几何和材料组合模型来说，极为繁杂⒚
  有限元方法 （ FEM ） 是另一种研究裂纹尖端附近近似奇性应力场和位移场的强有力工具⒚1990年
Symington 等人［6］通过使用 FEM 替代 Runga-Kutta 法，求解应力函数表示的控制方程获得裂尖局部奇性
场⒚Shih 和Asaro［7］应用另一种不同于 Symington 等人［6］的方法分析了弹塑性材料界面裂纹场⒚该方法无需
应力函数，但往往需要在裂纹尖端邻域使用较密单元网格和曲线拟合法方能得到局部奇性应力场⒚有限元特
征分析方法是第三种 FEM ，它明显不同于前两种 FEM ，是1983年由Yamada和Okumura提出的［8］⒚这种方
法是直接通过求解一元二次特征矩阵方程得到局部近似奇性应力场和位移场，所得结果远比前面两种 FEM
直接和精确，而且适用范围也广⒚它能适用于更复杂的几何和材料组合⒚1995年 Pageau 和 Joseph［9］成功地

将这种方法的应用拓展到了各向异性材料的裂纹问题的研究领域⒚
  主要以 Yamada和 Okumura［8］方法的基本思想为线索，从应力平衡方程和楔形体边界条件构成的弱式
控制方程出发，导出一个更为简单的、基于位移的特征问题虚功原理⒚根据这个原理，采用一维有限元分析技
术，沿着楔形体尖端邻域近似场周边进行单元离散，继而建立一个分析楔形体尖端近似场的一元二次特征矩
阵方程⒚为进一步提高数值结果的精度和减少单元的使用，单元形式为一维非协调元⒚文中将给出若干算例
和考核例，以检验本文方法的有效性和可行性⒚

1 基本原理
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1．1 控制方程与弱式
  图1是一个均质平面楔形体问题示意图⒚该问题包括以下几个控制方程：

图1 （ a）均质材料楔形体   （ b）楔形体单元划分
  1） 应力平衡方程

∂（ rσrr ）∂r ＋ ∂（ σrθ）∂θ － σθθ＝0，∂（ σθθ）∂θ ＋ ∂（ rσrθ）∂r ＋ σrθ＝0 （1）
  2） 楔形体角边界条件

σθθ｜θ＝-πα1 ＝ σrθ｜θ＝-πα1 ＝ σθθ｜θ＝π＋α2 ＝ σrθ｜θ＝π＋α2 ＝0 （2）
（1）式和（2）式中的 r，θ为原点设在奇异点的极坐标，α1、α2为半楔形角（如图1a） ，楔形角α＝2α1＝2α2⒀为了
求解特征问题，沿着 r＝R 的弧周界不施加任何条件，那么由控制方程构成的弱式方程为

∫R

0［δu］T － σrθ
－ σθθ

］
∂＝α1

dr ＋∫R
0［δu］T σrθ

σθθ
］

∂＝－α2
dr －∫Ω

1r （ δu） T
∂（ rσrr ）∂r ＋ ∂（ σrθ）∂θ － σθθ

∂（ σθθ）∂θ ＋ ∂（ rσrθ）∂r ＋ σrθ
dΩ＝0 （3）

上式中δ为变分算子，u＝ ｛ur，uθ｝T ⒚经过整理，（3）式简化为

∫α1
－α2∫R

0δεT炲rdrdθ-R∫α1
－α2

（ δuT σrr
σrθ

） ｜r＝R dθ＝0， （4）
式中⒚σ＝｛σrr，σθθ，σrθ｝T⒀（4） 式很象用传统虚功原理导出的特征问题方程，但应该说明的是，这里第二项中的
σrr，σrθ是从变形位移得到的而不是预先给定的力边界条件⒀
1．2有限元特征分析原理
  为了求得楔形体尖端奇性应力场和位移场的角变化函数，我们需要利用方程（4）来确定特征值和特征向
量⒚我们这里打算用有限元方法求解方程（4） ，为此将楔形体尖端邻域划分为若干个扇形区域，每个周边（ r＝
R ）单元角度范围为θs≤θ≤θe，共有 n＋2节点（见图1b） ⒀极坐标角度θ按下列形式进行插值

θ＝ N sθs ＋ N eθe （5）
其中

N s ＝ 12（1－ ξ） ，N e ＝ 12（1＋ ξ） （6）
式中ξ为自然坐标⒚在外载荷作用下，周边单元内的位移场可用如下近似形式表示

          ｛u｝＝
ur

uθ
＝ rλ＋1∑n＋2

i＝1
［N i］｛qi｝＝ rλ＋1［N ］｛q｝ （7）

其中
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［N i］ ＝
N s 0 N λj 0 N e 0
0 N s 0 N λj 0 N e

，N λj ＝ ξj －1（1－ ξ2） ，j ＝1，．．．，n

这里位移插值采用了非协调元形式，N λj 为非协调插值点形函数⒚单元内 i 节点位移向量为
   ｛qi｝T ＝ ｛U ir，U iθ｝，这里 i ＝ s，j （ ＝1，2，．．．，n） e⒀ （8）

通过位移场和应变的关系以及 Hooke定律，根据方程（5） ～（7） ，有

｛ε｝＝
εrr
εθθ

εrθ
＝ ∑n＋2

i＝1
［B i］｛q｝＝ ［B］｛q｝，｛炲｝＝

σrr
σθθ

σrθ
＝ ［D］［B］｛q｝ （9）

其中               ［B］ ＝ rλ（ λ［B a］ ＋ ［B b］）

［B a］ ＝
N s 0 N λj 0 N e 0
0 0 0 0 0 0
0 N s 0 N λj 0 N e

，j ＝1，．．．，n

［B b］ ＝

N s 0 N λj 0 N e 0
N s

∂ξ∂θ
∂N s∂ξ N λj

∂ξ∂θ
∂N λj∂ξ N e

∂ξ∂θ
∂N e∂ξ

∂ξ∂θ
∂N s∂ξ 0 ∂ξ∂θ

∂N λj∂ξ 0 ∂ξ∂θ
∂N e∂ξ 0

， j ＝1，．．．，n 

［D］是材料刚度矩阵，表达式为

［D］ ＝
D11 D12 D16
D12 D22 D26
D16 D26 D66

（10）

方程（4）用有限元格式表示为
∑m

e＝1∫θe

θs∫R

0｛δε｝T｛炲｝rdθrdθ-R∑m

e＝1∫θe

θs
［｛δu｝T σrr

σrθ
］r＝Rdθ＝0 （11）

其中 m 是离散单元总数⒚将方程（7）和（9）代入（11）可得到如下的图1所示全域的特征方程
（ λ2［P］ ＋ λ［Q］ ＋ ［R］） ｛q｝＝0 （12）

其中   ［P］ ＝∫θe

θs
（ ［B a］T［D］［B a］ －2［N ］T［d］［B a］） dθ；

［Q］ ＝∫θe

θs
（ ［B a］T［D］［B b］ ＋ ［B b］T［D］［B a］） －2［N ］T［d］（ ［B a］ ＋ ［B b］） ） dθ；

［R］ ＝∫θe

θs
（ ［B b］T［D］［B b］ －2［N ］T［d］［B b］） dθ，

这里矩阵［d］是矩阵［D］的第一行和第三行，即

［d］ ＝
D11 D12 D16
D16 D26 D66

  引入｛p｝＝λ｛q｝，将特征方程（12）转化为标准特征方程，即
－ P－1Q － P－1R

I 0
p
q ＝ λ

p
q （13）

  一般情况下，方程（13）的解将给出有限个特征值λ和相关特征向量｛p｝和｛q｝⒚特征值λ可能是实数，也
可能是复数，或者两者兼有⒚
  根据方程（9） 可知，应力、应变均正比于 rλ⒀要保证应变能有界，Re（ λ） 必须大于－1，断裂力学感兴趣的
范围是－1＜ Re（ λ） ＜0⒀在这种情况下，Re（ λ） 决定了奇性应力强度⒀在求得特征值λ和特征向量｛q｝后，就
可以通过曲线拟合和形函数插值方法计算楔形体尖端邻域内位移和应力的角分布⒚
1．2 奇性应力场和位移场一般表达式
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  一旦获得了特征值λ和特征向量｛q｝，楔形体尖端附近的奇性应力场和位移场就可按以下形式给出：
          ui （ r，θ） ＝ βrλ＋1ui （ θ）    （ i ＝ r，θ） ， （14）

σij （ r，θ） ＝ βrλσij （ θ）    （ i，j ＝ r，θ） ， （15）
式中β是广义应力强度因子；ui （ θ）和σij （ θ）分别是位移和应力的角分布函数，它们分别有（7）式和（9）式给出

｛ui （ θ） ur （ θ）
uθ（ θ） ＝ ［N ］｛q｝， （16）

｛σij（ θ） ｝＝
σrr （ θ）
σθθ（ θ）
σrθ（ θ）

＝ ［D］（ λ［B a］ ＋ ［B b］ ＋ ［B b） ］｛q｝ （17）

如果λ是复数，则β，ui （ θ）和σij （ θ）也相应为复数，即
                λ＝ λR ＋ iλI，

β＝ βR － iβI，
ui （ θ） ＝ uiR （ θ） ＋ iuiI （ θ）
σij （ θ） ＝ σij R （ θ） ＋ iσij I （ θ）

其中  i＝ －1⒚

2 计算结果讨论
2．1 数值解的精确性
  为了考核本文方法的有效性和精确性，我们以均质弹性体中裂纹问题（此时α＝360°）作为考核例，分别
用方程（13） 、（16） 、和（17）计算裂纹尖端的奇性应力指数、位移场分布和奇性应力场角分布，并与现有的数值
解［9，10］和解析解［11］进行比较⒚比较结果分别见表1、图2、和图3，图中裂纹尖端近似场角分布分别是用各自
相应最大值进行无量纲化后的结果（下同） ，I型、II型分别表示张开型裂纹和滑开型裂纹⒚从表1、图2、和图
3可知，本文数值结果与解析解［11］几乎完全一致，比 Pageau ＆Joseph［9］和 Gu ＆Belytschko［10］的有限元数值

解精度高，而且使用的单元数也较他们的少⒚
表1 均质弹性体裂纹尖端奇性应力指数λ各种方法计算值比较（平面应力）

方  法 单 元 数 I  型 II  型
Gu＆Belytschko［10］ 80 －0．498500 －0．498500
S．S．PAGEAU ［9］ 30 －0．499991 －0．499974
本  文 8 0．500000 0．500000
精 确 解［11］ －0．5 －0．5

图2 裂纹尖端位移场比较（平面应力）
（ “△ □” 本文有限元数值解“－－”精确解析解）

2．2 任意楔形体尖端奇性应力场
  如图1所示，不同角度α的楔形体，具有不同的奇性应力指数、奇性应力场和位移场⒀图4为均质弹性楔
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形体尖端奇性应力指数随其张开角α变化的曲线⒀从图中可以看出，当 α＞ π时，楔形体尖端出现应力无界，
即出现应力奇异性，这与Williams［1］的结论完全吻合；当3π／2＜ α＜2π时，奇性应力场由两部分组成，即一
部分对应于λ1，另一部分对应与λ2，具体形式为σij （ r，θ） ＝ β1rλ1σij1（ θ） ＋ β2rλ2σij2（ θ）  （ i，j ＝ r，θ） ⒀图5分别
给出了对应于楔形体张开角α＝300°时λ1 ＝－0．487779和λ2 ＝－0．269399的应力角分布曲线⒀从图中可
知，与裂纹情形（ α＝360°，见图3） 相比，此时各个应力分量的幅值和相位均发生了变化⒀

图3 裂纹尖端应力场比较（平面应力）
（ “◇ △ □” 本文有限元数值解“－－”精确解析解）

图4 奇性应力指数（ －λ1、－λ2）随楔形角α（ DEG）变化曲线（平面应力）

图5 楔形体张开角α＝300°时应力角分布曲线

3 结束语
  通过上述讨论，可以看出，用本文提出的非协调元有限元特征方法求得的奇性应力场和位移场几乎与精
确解完全重合，足见本文数值解的精确性⒚由此也说明了本文方法是一种非常有效和可行的方法，它将为研
究其它更为复杂的几何和新型材料组合奇性近似场问题打下基础⒚
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A Non-conforming FE Method for Asymptotic Fields of Wedge Tips

PING Xue-Cheng， CHEN Meng-Cheng

（1．School of M echanical Eng．；2．School of Civil Eng．＆arc．，East China Jiaotong U niv．，Nanchang，330013China）

Abstract： In this paper a new non-confirming finite element FE eigenanalysis method based on displace-
ment is developed to study the singular stress and displacement fields surrounding a w edge tip．T here are
the follow ing several points different from existing finite element eigenanalysis methods for asymptotic
fields near the crack tip：1） T he jump-off that deduces the formula is different．2） T he form of the element
is non-confirming element．3） T he singular transformation technique is not used in the assumption of dis-
placement fields surrounding the w edge tip．T his paper presents some illustrative evaluating examples of
asymptotic singular stress fields and displacements fields surrounding the arbitrary w edge tip including the
most important crack case w hen the w edge angle if 360degrees．All calculations show that the present
method needs few er elements，and yields more accurate results than all the previous available methods ．

Key words：linear elastic fracture；w edge body；stress singularities；mixed mode；non-confirming finite el-
ement method
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