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关于图的同构映射群的构造
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摘要： 通过定义同构映射的广义乘法构造了图的同构映射群⒚
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0 引 言

本文讨论的同构映射群是定义在“广义乘法”上
的，与简单的映射乘法有一些区别，它不同于一般集
合的变换群⒀［2］

定义1 设给出图 G，集合 V ＝｛H mH ≌G｝是
与图 G 同构的所有图的集合，称它为关于图 G 的同
构图集合，记为 V⒀

这里须说明，同构图集合 V 当然包含图 G⒀
定义2设同构映射集合 f （ V ） ＝｛f i∣对 f i，存

在 H1，H2∈V，使 f i：H1→H2｝，称 f （ V ） 为关于 V
的同构映射集合，记 f （ V ） ⒀

f i 是图 H1，H2的同构映射，如 H1＝ H2，则 f i

就是自同构映射⒀
定义3称 f e（ G ） ＝｛f im f i： G≌G｝为图 G 的自

同构集合⒀显然，有 f e（ G ）是 f （ V ）的子集⒀
定义4 图 G 在自同构映映射集合中，存在同

构映射，使在图 G 中任取一点 v i，有 v i→v i，这个映
射称为图 G 的平凡自同构映射，记为 eG⒀

定义5 设 f p （ V ） ＝｛f im任取 H1，H2∈V，如
H1≠H2，则存在且确定一个 f i：H1≌H2；如 H1＝
H2，则 f i＝eH1： H1≌H2｝，称 f p （ V ） 为唯一确定性
同构映射集合⒀

显然 f p （ V ） 是 f （ V ） 的子集，且 H1，H2 在 f p

（ V ）之中的同构映射是唯一的，但如果 H1，H2之间
的同构映射不唯一，则对于 V 集的 f p （ V ） 也不唯
一⒀

1 主要结论

首先要定义群的乘法：
定义6 任取 f i，f j ∈f （ V ） ，存在 H1，H2，H3，

H4∈V，使
f i：H1→H2；        f j ：H3→H4
则唯一存在 f n，f m∈f p （ V ） ，有 f n：H2→H3；f m：

H1→H4
规定运算“o”： f i o f j ＝ f1； f j o f i＝ f2：

  f1： H1
f i

 H2
f n

 H3
f j

H4

  f2： H3
f j

 H4
f m

 H1
f i

H2
  简记为：f1：H1→H4；f2：H3→H2

f1 是由 f i，f n，f j 来唯一确定的，f2 是由 f j ，
f m，f i 来唯一确定的⒀

定义7 任一个 f i∈f （ V ） ，存在 H1，H2∈V，
f i：H1→H2，规定 f i 的反映射为它的逆映射，记为
f i

－1，有∈f i
－1：H2→H1⒀显然有 f i

－1∈f （ V ） ⒀
显然有性质，f i o f i

－1＝ eH1；f i
－1o f j ＝ eH2；及

f i
－1∈f （ V ） ⒀
定理1 同构映射群 f （ V ）关于运算“o”构成半

群⒀
证明： 任取 f i，f j ，f k∈f （ V ） ，
存在 H1，H2，H3，H4，H5，H6∈V
f i：H1→H2， f j ：H3→H4， f k：H5→H6
由乘法定义：f i o f j ＝ f1，唯一存在 f n∈f p
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（ V ） ，f i：H1→H2，即

  f1： H1
f i

 H2
f n

 H3
f j

H4
  f j o f k ＝ f2唯一存在 f m∈f p （ V ） ，f2：H3→
H6，即

  f   H3
f j

 H4
f m

 H5
f k

H6
易知，f1，f2∈f （ V ） ，f （ V ）对“o”封闭⒀
（ f i o f j ） o f k＝ f1 o f k：H1→H6，即

f1： H1
f i

 H2
f n

 H3
f j

H4 
f m

 

H5
f k

 H6
f i o （ f j o f k ） ＝ f i o f2：H1→H6，即

f1： H1
f i

 H2
f n

 H3
f j

H4 
f m

 

H5
f k

 H6
由于 f i，f j ，f m，f n均已知唯一

∴（ f i o f j ） o f k＝ f i o （ f j o f k ）满足结合律
证毕

定义8 规定 e：任取 H ∈V，则 e＝eH ：H ≌H ，
称 e是超平凡自通同构映射，简称超平凡映射⒀

e 是一个抽象自同构映射，它具体以平凡自同
构映射存在于同构映射 f （ V ）和唯一确定性同构映
射集 f p （ V ）之中，不妨规定 e∈f （ V ） ，且 e∈f p （ V ） ，
则

定理2 同构映射群 f （ V ） 关于运算“o”构成
群⒀

证明： 由定理2知 f （ V ）已经半群
任取 f i∈f （ V ） 存在 H1，H2∈V f i：H1→H2，
显然 f i o e ＝f i o eH1＝ f i

eo f i＝ eH1 o f i＝ f i

超平凡映射 e为 f （ V ）的单元
已知  f i：H1→H2，f i

－1：H2→H1，

由 f i
－1定义有 f i o f i

－1＝eH1＝ e
f i

－1 o f i＝eH2＝ e
  ∴f i o f i

－1＝ f i
－1o f i＝ e

  证毕⒀须说明 f （ V ）随 f p （ V ）的不同而不唯一⒀
定理3 图 G 的自同构集合 f e （ G ）是关于上述

乘法“o”的群，称为自同群，且 eG 是它的单位元⒀
证明： 任取 f j ，f k∈f e （ G ） 根据乘法定义知

f j o f k＝ f k，f e （ G ） 对乘法具有封闭性 f j
－1由定义

f j
－1∈f e（ G ） ，且 f j o f j

－1＝ f j
－1 o f j ＝ eG．证毕

类似可证：
定理4 唯一确定性同构映射集合 f p （ V ）关于

运算“o”构成群⒀
例如：G＝｛v1v4，v1v5，v1v6，v2v4，v2v5，v2v6，v3v4，

v3v5，v3v6｝，H ＝ ｛u1u3，u1u4，u1u6，u2u3，u2u4，u2u6，
u5u3，u5u4，u5u6｝⒀

显然有 G≌H ，H ∈V （ G ） ⒀平凡自同构映射 eG；
V i→V i，i＝1，2，3，4，5，6⒀

2 结束语

本文主要定义了唯一确定性同构映射 f p （ V ）和
抽象单位元 e，即超平凡同构映射单位元，这样才构
造了同构群⒀我认为对研究同构性质很有意义，它开
拓了研究图同构的新视角⒀
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Structure of Graph Isormorfic Groups
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Abstract： T his paper structures the group for homologues of same structure among same structural
graphs．
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