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! 引言及定义

本文所指的图均为无向简单图" 文中未说明的

符号和术语同于文献 8 % 9 #
设 $ 为一个图% 则 &) $, 和 ’) $, 分别为其顶

点集和边集( 对于 ). &) $, % 则 # 8 : 9 和 #$ 8 : 9 分别

表示 点 ) 在 $中的邻域和闭邻域% *$ ) ) , + , #$ 8 : 9
,为 ) 点在 $ 中的度( 对于 -/ & ) $ , % 则 $ 8 ; 9表示

- 在 $ 中的导出子图(
对于 ". ’) $ , % 用 #$) " , 表示在 $ 中与 " 相

邻的边的集合% 称为 " 在 $ 中的边邻域( 并称 #$ 8 < 9
+ #$ ) " ,0 = " >为 " 的闭边邻域( 即. 若 " + )/. ’
) $ , % 则 #$ 8 < 9 + = )% /%. ’ ) $ , , )% + ) 或 /% + / > (
在不会混淆的情况下% #$ ) " , 和 #$ 8 < 9 分别简记 #
8 < 9 和 # 8 < 9 (

定义 % 8. 9 设 ? @ ) / " A, 为一个非空图" 一个

双值函数 ! 0. ’& = 1 2% 3 2 >如果满足条件

- B ) <% ,+ % ⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯ ) % ,

对一切 <. ’4 $5 成立" 则称 0 为图 ? 的一个符号边

控制函数# 图 ? 的符号边控制数被定义为 ! C D )? ,

@ 67! =- 0 ) "% , E B 为 $ 的符号边控制函数 ># 对于

空图 8! " 定义 !%
D ) 8! , @ +#

如果将 #$ 8 " 9作为 " 的一个“局部”" 则) %, 式表

明! 在 0 下" F % 的边是“局部占优”的 # 但在整个图

$ 上" F % 边未必占优# 即图的符号边控制数可能为

负整数# 如!
例 % 设 $ 为 8G 及其每个顶点上增加 . 条悬挂

边所得的图# 定义 0 ) " , 如下! 1<. ’4 89 5 " @ %H 对

每一条悬挂边) 共有 I 条, < " 定义 0 ) " , @ 6 %H 得出

!% ) $ ,(- 0 ) " , @ 7 6 I @ 6 .#

按定义 % 不难看出! 对任意图 " 均有 E! %
: ) $% , E

E( E ’) $, E # 并且易见

引理 % 对任意两个不交的图 $% 和 $. " 均有 ! %
D

) $% ;$. , @!%
: ) $% , F! %

: ) $. , #
近几年来" 图的控制理论研究的内容越来越丰

富" 传统的控制数概念 8 * J G 9 已经有了许多转化形

式" 如符号控制 8 & J 7 9 " 减控制 8 ’ 9 " 主控制 8 I 9 等#
然而" 他们均属于图的点控制" 很少有图的边控制

概念# 文 8 . 9 中首先定义了一种边控制概念——— 符

号边控制" 并确定了所有 K 条边的图的最小符号边

控制数# 文 8 ." - 9 中给出了图的符号边控制数的一

些下界# 但至今为止" 对其上界估计尚未探讨" 而且

除了星、路、图和完全图之外" 其它图类的符号边控

制数的确切值尚未确定# 本文主要目的是给出 L 阶

图的符号边控制数的上界" 并提出若干相关问题及

猜想#

" 主要结果

"%. # 8 " 9
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一个图 ! 被称为一个! % 图& 如果 ! 是由一个

圈和一条路构成& 且该路的两端点均在这个圈上’
不难看出(
引理 # 任何一个! % 图至少包含一个偶圈’

图 ! 的一条迹是 ! 中的一条边不相交" 点可以

相交# 的通道$ 如果一条迹的两端点重合% 称之为闭

迹$ 长度为偶数" 奇数# 的闭迹称之为偶" 奇# 闭迹$
定理 ) 对任意 & 阶图 ! % 均有

’)( " !*( +
, & %[ ]# 其中 - ) . 表示不大于 ) 的最大整

数’
证 ( 对 任 意 两 个 正 整 数 &) 和 &# & 显 然

+
, &) %[ ]# / +

, &# *[ ]+ ( ,
- " &) . &## *[ ]+ 由引理

)& 可以设 ! 为一个 & 阶连通图$
设 / 为 ! 的一棵生成树& 令 ! $ 0 ! * 01 /*

为 ! 的一个生成子图’ 在图 !$ 中去掉所有边不交

的偶闭迹的边1 这些偶闭迹记为 1) 、1# ⋯ 12 * & 得到

的图记为 !) ’ 即 !) 为 ! 的一个 & 阶子图 1 生成子

图* & 且 !) 中不含任何偶闭迹& 当然 !) 中也不含偶

圈’
设 !) 中共有 2 个奇圈& 记为 34)、34#、⋯ 34/ ’ 下

面证明( 这 2 个奇圈是两两点不相交的’
1 反证* 若存在两个奇圈 345 和 346 % 它们恰有一

个公共顶点 3 则显然它们构成一条闭迹& 其长度

45 . 46 为偶数& 这与 !) 的定义矛盾’ 若存在两个奇

圈& 它们有两个或两个以上的公共顶点3 则显然它

们包含一个! % 图’ 由引理 # 得知( !) 包含偶圈& 矛

盾’
因此& 证明了这 2 个奇圈是两两点不相交的’ 由

于每个奇圈至少有 , 个顶点& 从而 2( 4
, ’

令 7 表示 !) 中去掉这 2 个奇圈的所有边而成

的图’ 因此% 7 为一个不含圈的 & 阶图% 即为 & 阶森

林 ’ 5 61 7* 5( 4 % )’ 注意到(
01 !* 8 0 1 /* 0 0 1 7* 0 0 1 190 1+0⋯01&* 0
1 3(50 342* & 下面定义图 8 的一个符号边控制函数 9
如下(

对于每个 :. 0" /# 0 0" 7# % 定义 ;1 :* 8 .
9’ 对于任何一条偶闭迹 :; 1 )(;(<* 中的边& 依次

交错地定义 的 9 值为 / ) 和 % )& 即在 9 下& / ) 边数

与 % ) 的边数相同’ 对于每一个奇圈 =>? 1 )(?(2* 的

边& 依次交错地定义 9的值为 / ) 和 % )1 恰好只有两

条 / ) 边相邻* & 任何两条 % ) 边均不邻& 即在 9 下&

/ ) 边数比 % ) 的边数多 )’ 不难验证( 9 为 8 的一

个符号边控制函数& 且

")
( 1 ! * (2

:.01!*
; 1 : * 0 5 0 1 7 * 5 / 5 0 1 / * 5 / $ / 2(

& % ) / & % ) / — 0 — & % #’ 注意到 ")
( 1 ! * 为整数&

定理 ) 证毕’
定理 # 若 & 阶图 ! 不包含偶闭迹& 则 " @ ( 1 ! *

( & % )
证( 由引理 )& 不妨设 ! 为连通图 $ 若 ! 为一棵树&
则显然 ")

( 1 ! *( 5 01 !* 5 0 & % )’ 下设 ! 不是树’
由于 ! 不包含偶闭迹& 故不含偶圈’ 同定理 ) 证明

一样& 得出( ! 中任何两个奇圈是点不相交的$ 设 !
中共有 2 个奇圈 3()、3(#⋯ 3(< $ 在每个奇圈 3(5 任取

一条边 :5 1 )(;(2* & 显然 ! % AB; 5 )(;(2 C 0 / 为

! 的一棵生成树’ 定义一个双值函数 9 如下(

不难验证( ; 为 !的一个符号边控制函数’ 从而

")
( 1 ! *(2

:.01!*
; 1 : * 0 5 0 1 / * 5 % < 8 & % ) % <( & % )’

定理 # 证毕’
例 # 设 ! 为星 =)& & 的一个细分图& 即 =)% 4 的每条边

上增加一个点而成的图’ 5 >1 !* 5 0 # & / )& 5 01 !* 5
0 # & $ 显然 ! 为一棵树1 不含偶闭迹* ’ 不难看出(

对 ! 的任意一个符号边控制函数 ; 及 :. 01 !* & 均

有 ; 1 : * 0 )’ 因此& ")
( 1 ! * 0 5 >1 !* 5 % )’ 这说明定

理 # 给出的上界是最好可能的’
引 理 , 若 & 阶 图 ! 不 含 偶 闭 迹 & 则 5 01 !* 5(

D
, & *[ ])

证( 同定理 # 证明一样& ! 中的奇圈是两两点不相

交的’ 故奇圈个数 <( &
, ’ 每个奇圈上去掉一条边后

得到一棵树 E& 从而有 ? 0" !# ? 8 ? 0" /# ? . <( & % ) /
&
,

8 D
, & * ) ’ 引理 , 证毕’

定理 , 若 & 阶图 ! 的所有点的度均为奇数& 则 ")
(

1 ! * ( D
, & *[ ]) ’

证( 不妨设 ! 为连通图% 在 ! 中去掉所有的偶闭迹

的边% 得到图名 $ 由于每个顶点在 ! 中的度均为奇

数& 故 #1 !$*+ ) ’ 定义 ! 的一个双值函数 ; 如下(
对于每条 1 所去掉的* 偶闭迹的边& 依次交错地定义

; 的值为 / ) 和 % )& 对于 !$ 中的每条边 : 定义 ;

+
,

&
,

A; 1 : * 0 % ) 当 B 0 B 5 1 )3;32 *
/ ) 当 B.61 E*
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$ ! % & !’ 不难验证 " 为 # 的一个符号边控制函数(
且由引理 ) 得*

$!
% $ # %(2

!.&$#%
" $ ! % & + & $ #’ + , (( -

) ) *[ ]!
定理 ) 证毕’

定理 - 对任意 ) 阶二部图 #+ 均有 !! $ # % (
. ) / .’
证* 不妨设 # 为连通二部图, - 为 # 的一棵生成

树, 记 #0 & # * &$ -% ( 设 #0 中共有 . 个边不相交的

偶圈+ 记为 /!、/. ⋯、/. , 在 #0 中去掉这 . 个偶圈的

边得到一个无圈图0 森林1 2, 定义 # 的一个符号边

控制函数如下*
对于每个偶圈 /3 的边+ 依次交错地定义 " 的值

为 , ! 和 / !( 故2
!.&$#%

" $ ! % & 0 $ 3 & !( .( ⋯( .% ’

对于每一条边 !. & $ - %0 &$ 2% ( 定义 " $ ! % & !’ 从

而有

!!
% $ # % 32

!.&$#%
" $ ! % & + & $ - % + , + & $ 2 % +3 ) / ! ,

) / ! & . ) / .’ 定理 - 证毕’

! 若干问题与猜想

在本文给出的符号边控制数的上界中( 除定理

. 之外( 其余上界并非最好可能的’ 如何改进这些上

界有待于探讨’
猜想 ! 对任意 ) 阶图 #+ 均有 !!

% $ # % ( ) /
!’ 如果这个猜想是对的( 则例 . 说明了当 ) 为奇数

时( 此界不可再改进’
猜想 . 对任意非空二部图 #( !!

% $ # %+! ’
文 1 2 3 中证明了* 当 # 为树时( !!

% $ # %+! ’ 虽

然文4.( 2 3 中给出了联系到不同参数的下界( 并且

1 . 3 中确定了 4 条边的图的最小符号边控制数+ 但

仅与 ) 相关的下界并不是最好可能的’
问 题 ! 1. 3 确 定 ) 阶 图 的 最 小 符 号 边 控 制

数’
在引言中说到( 到目前为止除了路、星、圈和完

全图之外( 其它图类的符号边控制数尚未确定’
问题 . 确定轮 和完全二部图 的符号边控制

数’
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