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有旋与无旋流场中 Bernoulli方程守恒探讨
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摘要：基于 Euler运动微分方程�以 Lamb运动微分方程的形式作进一步分析研究�探讨了 Bernoulli 积分和 Euler 积分的物理意
义�论述了 Bernoulli 能量方程在有旋流场和无旋流场中的守恒问题．
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0　前　言

Bernoulli能量方程的应用是非常广泛的�例如
Pitot 管测流速�Venturi管测流量�Torricelli 小孔口出
流［1］以及其它方面的诸多计算应用等等．在重力场
中�不可压缩理想流体定常流动的 Bernoulli 能量方
程一般形式可以写为�z＋ p

γ＋V22g＝常数�或 z1＋ p1
γ

＋V212g＝z2＋ p2
γ＋V222g�表示单位重量流体的总机械能

守恒�位能、压能和动能可以相互转化．在一般的应
用中很少考虑有旋流场和无旋流场中守恒的问题�
通常知道 Bernoulli 积分是沿流线积分�Bernoulli 能
量方程沿流线守恒．现就有旋与无旋流场中
Bernoulli方程守恒的问题进行探讨．

1　Lamb运动微分方程

理想流体的 Euler运动微分方程为：
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式中：Ω
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———速度矢量的旋度�Ω
⇀＝ᐁ×V

⇀＝2
ω
⇀ ［3］（ω为平均旋转角速度）．用（2）式替换 Euler 运
动方程中的对流导数项�理想流体运动微分方程可
写成
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式（3）称为 Lamb运动微分方程．

2　Bernoulli积分和 Euler积分

2．1　前提条件
1） 理想流体；

2） 定常流动�即∂V
⇀

∂t＝0；

3） 质量力有势�即 f
⇀＝－ᐁ∏�∏称为质量力的

势函数；
4） 正压流体�即ρ＝ f （ p）�密度仅是压强的函

数．
把以上条件代入式（3）可得

　　　　ᐁ（V
2
2＋ p

ρ＋∏）＝V
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⇀
（4）

2．2　Bernoulli积分

第19卷第3期
2002年9月 　　　　　　　　　　　　　

华 东 交 通 大 学 学 报
Journal of East China Jiaotong University　　　　　 　　 　　　

Vol．19　No．3
Sep．2002



在有旋流场中�Ω
⇀ ≠0�Bernoulli 积分有沿流线

积分和沿涡线积分二种情况．
2．2．1　沿流线积分

将方程（4）在流线的切线方向S
⇀
上投影［4］�得
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另外�根据梯度定义：s
⇀·ᐁ＝∂∂s是沿流线方向

的方向导数�于是有
∂∂s（

V22＋ p
ρ＋∏）＝0

沿流线 s积分后可得
V22＋ p

ρ＋∏＝C（ n） （5）

式（5）称为沿流线的 Bernoulli积分�C（n）是同一
流线上的积分常数�不同流线上的积分常数 C（ n）不
同．它可由流线起始点上的参数给出�若流场的起始
面上流动均匀（即均匀流断面）�该面上的 Bernoulli常
数处处相等�整个流场有 C（n）＝const．在重力场中�
∏＝zg�代入式（5）中�经整理后得 Bernoulli 能量方程
为

z＋ p
γ＝V22g＝流线常数

2．2．2　沿涡线积分
将方程（4）在涡线的切线方向 l
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另外�根据梯度定义：l
⇀·ᐁ＝∂∂l是沿涡线方向

的方向导数�于是有
∂∂l（

V22＋ p
ρ＋∏）＝0

沿涡线 l积分后可得

　　　　V22＋ p
ρ＋∏＝C（m） （6）

式（6）称为涡线的 Bernoulli 积分�C（m）是同一
涡线上的积分常数�不同涡线上的积分常数 C（m）
不同�在同一涡线上 C（m）值不变．在重力场中�∏
＝zg�代入式（6）中得 Bernoulli能量方程为：

z＋ p
γ＋V22g＝涡线常数

2．3　Euler积分［5］

在无旋流场中�Ω
⇀＝0�故式（4）可直接简化为
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也可写成
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由式（8）可明显看出（V
2
2＋ p

ρ＋∏）与空间点坐
标 x、y、z 无关�将（7）式沿整个无旋流场空间积分
得

　　　　V22＋ p
ρ＋∏＝C （9）

式（9）称为 Euler积分�积分常数 C值在整个无
旋流场相同．在重力场中�∏＝ zg�代入式（9）中得
Bernoulli能量方程为

Z＋ p
γ＋V22g＝流场常数

3　Bernoulli积分和 Euler积分的物理意义

从式（5）、（6）、（9）可见�Bernoulli 积分和 Euler
积分具有相同的形式�但积分条件不同�各积分常
数具有不同的物理意义．Bernoulli 积分常数可称为
流线常数或涡线常数�而 Euler 积分常数可称为流
场常数．

在重力场中�将∏＝ zg 分别代入式（5）、（6）、
（9）中�经简化整理后均可得到一般形式的不可压

缩理想流体定常流动的 Bernoulli能量方程 Z＋ p
γ＋

V22g＝常数�在形式上完全相同�式（5）、（6）、（9）都称

为 Bernoulli方程．但对于不可压缩理想流体定常无
旋流动�整个流场中单位重量流体的总机械能处处
相等�而对于有旋流动�则沿同一条流线或涡线的
总机械能守恒．

4　结束语

鉴于有旋流场的 Bernoulli方程沿流线或涡线守
恒�在应用总流 Bernoulli能量方程时�计算断面必须
选取在均匀流段上�因为均匀流断面上的 Bernoulli
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积分常数 C（ n）处处相等�且 z＋ p
γ＝常数�符合静

压分布规律［6］．对于无旋流场�积分常数 C 全流场
处处相等�Bernoulli能量方程全流场守恒．应用时应
注意区别对待．
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Discussion on Conservation of Bernoulli Equation in the Fluid Field
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Abstract：Based on kinetic differential equation of Euler�kinetic differential equation of Lamb is analyzed�physical
meaning of Bernoulli integral and Euler integral are discussed and conservation of energy equation of Bernoulli in the fluid
field of rotation and no rotation is expounded in this paper．
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