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对逻辑斯蒂方程的考察
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摘要：使用 Visual Basic语言�通过计算机对逻辑斯蒂方程进行考察�清楚的展示了它们的自相似分形结构�以及混沌区内出现
的密集线和窗口内的有限周期．
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0　引　言

经典理论描述确定性运动和随机性运动．
单摆复摆的振动�在振幅不大时�只要初始条

件给定�系统在任何时刻的位置和速度均是确定
的；且初始条件微小改变�只会使运动状态产生微
小改变．我们说这种运动具有确定性．布朗运动具
有随机性�可借助于概率论方法�研究其统计规律．
但当系统具有非线性因素时�其运动不再具有确定
性�也不具有上述的随机性．系统在未来的状态�对
于初始条件的微小变化极为敏感．这叫做混沌现
象［1］．混沌一词最早是李天岩博士等提出来的［2］．

生物学家梅提出的反映昆虫世代繁殖情况的

模型［3］�是一个非线性迭代方程�后来人们称之为
逻辑斯蒂方程：

Xn＋1＝λ×Xn×（1—Xn）�Xn∈［0�1］ （1）
这是表现混沌形成过程的最简单最典型的例子

之一．它是描述生物种群的数量随繁殖代数而变化的
迭代方程．种群数量的相对值 Xi（ i ＝1�2�3�…�n�
…�n＋1�）用0—1表示．“0”表示种群灭绝�“1”表示
种群数量极盛（将导致食物枯竭或环境的迅速恶化�
意味着种群即将因此而走上灭绝）．参数λ表示种群
个体之间的竞争强度和环境优劣程度［4］．

设ξ＝ Xn｜n→∞ �以λ作为控制参量�人们已
经通过计算机模拟［5］描述了ξ—λ关系：

A．当3＞λ＞1时�迭代的结果是一个确定值
（ξ和λ单值对应）�且与初始值 X1无关．

B．当3．569＞λ＞3时�开始是一个λ值对应2
个ξ值�即ξ—λ出现二分岔（或称周期2）�随着λ
的增加�又出现两个二分岔（周期4）�四个二分岔
（周期8）、……

C．直到4＞λ＞3．569时�周期将变为∞�即进
入混沌区�这时�初始值 X1的微小变化将得到ξ值
的貌似随机变化�这是混沌的特征之一．

我们用 Visual Basic语言工具�在他人已做工作
的基础上�进行了考察�并发现了一些新的现象．

1　分岔—混沌图的分形结构

给出一个λ值�以 n 为内循环变量�迭代足够
多次�Xn 的值将达到稳定（即 Xn＝X∞＝ξ）．让λ
成为外循环变量（步长微小）�将计算结果画成一
ξ—λ的对应关系：确定值→分岔→混沌（图（1））．图
中λ取值从1至4之间．此图中有一个小矩形范围
（λ：3．04—3．68�ξ：0．73—0．91）�图（2）是这个范围
的放大图象．在图（2）中又取一小矩形框范围（λ：3．
480－3．592�ξ：0．869—0．898）�这个范围的放大图
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象�和图（1） 、图（2）极其相似．再在图（1）中取一个
混沌窗口之间的很小范围（λ：3．7410—3．7434�ξ：0．
495—0．510）�图（3）是这个范围的放大图象（当然这

种范围还可以无穷尽的细分下去）．可以清楚的看
到�这是一种具有自相似的分形结构．我们可以给
它取名为“逻辑斯蒂分形”．

2　类逻辑斯蒂方程

我们又考察了另外一些迭代方程：
Xn＋1＝λ×Xn×（1—XnT） （2）
Xn＋1＝λ×Xn×（1—Xn）T （3）
Xn＋1＝λ×XnT1×1—Xn）T2 （4）
Xn＋1＝λ×CosT1（XnT2） （5）
Xn＋1＝λ×Xn×M—Xn （6）

等等．以上各式中�T�T1�T2为任意设定的正
整数�M为大于1的任意实数�这些方程具有类似
逻辑斯蒂方程的性质．当我们把上述方程中的 T、
T1、T2、M取为某个确定值时�就能定出控制参量λ
的取值域�如下列方程：

Xn＋1＝λ×Xn2×（1—Xn）3 （7）
Xn＋1＝λ×Cos3Xn （8）
Xn＋1＝λ×Xn×10Xn （9）
它们的λ取值范围已在图中标出．其中式（7）对应
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图（4）�式（8）对应图（5）�式（9）对应图（6）．以上各方程
的图�也和逻辑斯蒂方程一样具有自相似的分形结构�
我们称之为“类逻辑斯蒂方程”和“类逻辑斯蒂分形”．

3　混沌区内的密集线

如果仔细观察以上分岔—混沌图�会发现不同
方程的图中有不同形状的密集线．ξ—λ点的相对
密集�可以理解为混沌的“貌似随机”�在密集线附
近ξ具有取值（概率）优势．

密集线的存在�表明混沌的貌似随机（内在随
机性）的概率密度（同一个λ值�ξ取值的概率密度）
具有非均匀性：密集线应是概率密度出现极大值的
地方�混沌窗口概率密度为0．在方程（8）对应的图

（5）中�与其他图不大相同�其周期性的出现混沌窗
口�这可能与余弦函数本身的周期性有关．由此看
来�内在随机性（混沌）的统计规律应该不同于外在
随机性（确定性系统）的统计规律．

4　混沌区内窗口的考察

我们对逻辑斯蒂方程得到的混沌区窗口［4］�进
行了数值计算�发现某些λ值对应了三个ξ值（即周
期3）．另外还有周期4�周期5�周期6�周期7等各
种周期出现．例如当λ＝3．84时�ξ值在0．9594474�
0．1494069�0．4880044三个值之间周期变化．其他周
期举例列表于下：

　　计算表明�3＞λ＞1时�ξ为确定值：当λ＞3时�
ξ值出现倍周期分岔�即周期2�周期4�周期8�周期
16等等；当4＞λ＞3．569时�进入混沌区�即ξ有无限
周期解．但在混沌区内�仍会出现非无限周期甚至非
倍周期解�例如周期3�4�5�6�7�8�9�……这是混沌的
特征之一．这些非倍增周期解�出现在混沌窗口中�事
实上每个窗口中的一个λ值都对应ξ的一种有限周
期的变化．而窗口外�才是真正的混沌．
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Abstract：This paper investigates Logistic and Logistic-alike equations by using Visua-l Basic Language and shows their
self-similar structures．
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