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整体弹性关节微型机器人的力学平衡方程
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摘要：介绍了整体弹性关节三自由度平面并联微型机器人传动力学的正、反解问题的建模过程．整体弹性关节机构由于受运
动范围的限制故常在低速下使用�其动力学问题便成了弹性静力平衡问题．然而其高度非线性和偶合性�使正解模型较为复
杂�一般没有封闭解．文中采用 Newton－Raphson 迭代法介绍正解问题的求解过程�并利用 Matlab6．1编程�通过实例计算说明
了其应用．
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0　引　言

整体弹性关节（Monolithic Flexure Joints）机构是相对于传
统轴承关节机构提出的�是指利用整块板材采用线切割等
加工方式加工出机构的几何结构 ［1］ ［4］．其区别主要在于其关
节的相对运动是靠其弹性变形来实现的�即利用弹性变形
而非专用部件轴承来传递运动和动力．与传统轴承关节机
构相比它具有十分突出的特征．首先�它不存在轴承关节的
无法消除的摩擦�运动副间隙�也就不存在各运动副的运动
误差的累积�故传动精度高�可实现精密传动 ［2］．其次�由于
采用整块材料一次切割成功�一方面�无需装配�结构简单�
具备无装配设计（Design for Non-assembly）生产的生产周期
短�成本低的优点；另一方面�可以按实际需要而做成尺寸很
小的机构�故结构十分紧凑；更重要的是�由于材料性能的一
致性�因而环境因素对整个机构的性能的影响相对由各种
不同材料组成的机构要小�故性能较稳定�尤其可以通过在
结构上的对称布置（如图1所示）来消除如温差所引起的几
何误差．其不足之处在于�一方面要求运动副的最大变形即
最大相对转角在弹性极限范围内�其运动学和动力学性能
主要由其材料性能和弹性关节尺寸来决定�尤其是材料的
杨氏模量和关节刚度系数、关节力和力矩．另一方面�从动力
学方面看�通过计算不难发现即使在输出力为零的情况下�
其运动副反力也相当大�而且反力与转角几乎成正比关系�

故只能用于角位移范围不大的场合�更谈不上曲柄的存在
了�这是它应用受到限制的主要原因之一．目前主要在（纳米
级）超精密定位机构 ［3］ ［5］设计中�尤其微型机器人 ［6］ ［7］机构
设计中得到应用�当然�笔者认为同样适合于精密仪器仪表
等函数机构中．综观以上特征�整体弹性关节机构的应用主
要适合于传动范围较小�速度较低�惯性质量较轻而运动精
度要求高如显微外科、微电子工业等要求超精密定位、传动
的场合．针对这一现象�其机构的动力学问题中由于各运动
构件惯性质量可忽略�于是动力学问题便成了每一个位置的
弹性静力平衡问题．其研究方法也较传统机构动力学研究方
法不同�其模型为运动学和静力学的组合．由于其高度非线
性和偶合性�方程一般没有封闭解而只有数值解．如图1为
一个三自由度整体弹性关节平面并联微型机器人结构图（以
正三角形为输出构件�外接对称布置的连杆和输入构件）�本
文在运动学模型基础上介绍其传动力学模型的建立以及求

解的数学过程．
图 A 为图1所示并联操作手的系统机构运动简图�用

三组不同的直角坐标系来描述其运动：固定坐标系 XOY�其
中心 O与输出平台 S1S2S3起始位置时（位移为0）的几何中
心相重合�它是平台运动的参考坐标系；运动坐标系 xoy：固
接在输出平台上�当输出平台位移为0时其两坐标轴与 XOY
坐标系的两轴相重合�当平台运动到新位置时�中心 o 在
XOY 中的坐标值为 x0�y0�两轴与 XOY 对应轴夹角为θ0�平
台三顶点 S1�S2�S3到达新的位置 S′1�S′2�S′3�所以 x0�y0�
θ0的值表示了平台运动时的位置与姿态�用矢量 X表示；三
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个分支固定坐标系 xioiyi（ i＝1�2�3�下同）：其中心 oi 与三

个分支的固定铰链中心相重合�yi 轴的方向与机构起始位

置时的 oiDi 方向一致�由于三个分支在空间关于 O 点对称
分布�所以三固定坐标与 XOY 的方位角始终分别为θi＝0°�
120°�240°�分支 i＝1�2�3也是以此顺序来标定的．设系统在
初始位置时连杆 DiSi 垂直于输入杆 oiDi 和 SiO�三个输入变
量为 oiDi 自起始位置绕 oi 转过的角度θi2＝（θ12　θ22　
θ32）�输出为平台位置和方位 X＝（ x0　 y0　θ0）T．所有角度
约定逆时钟方向为正�顺时钟方向为负．三顶点 Si 至平台中

心 O距离为 c�三连杆 DiSi 长为 h�三输入杆 oiDi 长为 l．

1　传动正解模型

传动正解模型是指给定系统输入力或力矩求输出平台

的位移和姿态参数�如图2为系统机构运动简图�当给定输
入力矩 M＝（M1　M2　M3）时�求平台位姿参数 X＝（ x0　
y0　θ0）．由于涉及到输入杆 DO 及连杆 DS 转角θi2和θi3（ i
＝1�2�3）�故加上这六个中间变量共有9个未知数．

图3（ a�b�c）是系统内各构件受力图�分别代表输出
平台 S1S2S3�连杆 DiSi 和输入构件 oiDi 的受力情况．设各
关节相对位移均在材料弹性变形范围内�不计各构件的惯
性质量�还有平台所受的工作阻力或阻力矩．由此求系统在

驱动力矩 M＝（M1�M2�M3）的作用下输出平台的位姿和各
活动构件的角位移．图3中设各运动副反力为 R（用三个下
标标定其属性�第一个 x 或 y 指定 R 在分支坐标系 xioiyi 中

的方向�第二个大写字母指定其作用的关节�第三个 i＝1�
2�3指定其属于的分支）�其对应反作用力为 R′（为减少未
知数数量�方程中直接用 R′＝－R 代替 R′）．

对平台列平衡方程如下（见图3a）：
ΣFx＝0　　 RXS1－（ RxS2＋ RxS3） sin30°－（Rys2－Rys3）

cos30°＝0 （1）
ΣFy＝0　　 RyS1＋ RxS2cos30°－ RyS2sin30°－ Rxs3cos30°－

Rys3）cos30°＝0 （2）
ΣM0＝0　　（RxS1－（RxS2＋ RxS3） ccosθ0＋（RyS1＋ Rys2＋

Rys3） csinθ0＋ k（θ13＋θ23＋θ33－3θ0）＝0 （3）
对连杆 DiSi 列平衡方程如下（见图3b）：
ΣFy＝0　　　　　RyDi＝RySi （4）
ΣFx＝0　　　　　RxDi＝RxSi （5）
ΣMDi′＝0　　 RxSi hsinθi3－ RySi hcosθi3－ k（θi3－θ0）－ k

（θi3－θi2）＝0 （6）
对输入杆 oiDi 列平衡方程（见图3c）�
ΣFy＝0　　　　　RyOi－RyDi＝0 （7）
ΣFx＝0　　　　　RxOi－RxDi＝0 （8）
ΣM0＝0　　RxDi lcosθi2－ kθi2－ k（θi2－θi3）＋ Mi ＋ RyDi

lsinθi2＝0 （9）
由方程（4）、（5）、（6）和方程（9）我们得到 RxSi和 RySi分别

为

RxSi＝－ h ［ Mi－ k（2θi2－θi3） ］cosθi3＋lk（2θi3－θ0－θi2sinθi2
lhcos（θi2－θi3） （10）

RySi＝－ h ［ Mi－ k（2θi2－θi3） ］sinθi3＋ lk（2θi3－θ0－θi2cosθi2
lhcos（θi2－θi3） （11）

上列各式中的 k 为关节扭转刚度系数 ［8］．
将上两式分别以 i＝1�2�3代入方程（1）�（2）和（3）�便

得到三个反映未知数θi2�θi3�θ0和输入力矩 M之间关系的
力平衡方程．另外由位移关系有下列三角方程

x0＋ csin（θi＋θ0）＋ lsin（θi ＋θi2）－ hcos（θi ＋θi3）－（ l
＋ c）sinθi＋ hcosθi＝0 （12）

－ y0＋ ccos（θi＋θ0）＋ lsin（θi＋θi2）＋ hsin（θi ＋θi3）－
（ l＋ c）cosθi－ hsinθi＝0 （13）

将方程（12）�（13）以及方程（1）�（2）�（3）写成函数表达
式如下

f j＝ x0＋ csin（θi＋θ0）＋ lsin（θi＋θi2）－ hcos（θi＋ i3）－
（ l＋ c）sinθi＋ hcosθi＝0 （14a）

j＝1�2�3�对应 i＝1�2�3
fm＝－ y0＋ ccos（θi＋θ0）＋ lcos（θi＋θi2）＋ hsin（θi＋ i3）

－（ l＋ c）cosθi－ hsinθi＝0 （14b）
m＝4�5�6�对应 i＝1�2�3
f7＝－2RxS1－（RxS2＋RxS3）－3（RyS2－RyS3）＝0 （14c）
f8＝2RyS1＋3（RxS2－RxS3）－（RyS2＋RyS3）＝0 （14d）
f9＝RxS1＋RxS2＋RxS3） ccosθ0＋（RyS1＋RyS2＋RyS3） csinθ0
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＋ k（θ13＋θ23＋θ33－3θ0）＝0 （14e）

其中 i＝1�2�3�RxSi�RySi如式（10）和（11）．以上共9个
方程�分别用 f1到 f9表示�其9个未知数按顺序为（ x0　 y0
　θ0　θ12　θ22　θ32　θ13　θ23　θ33）T．由于高度非线性和
偶合性�该方程组无封闭解�采用 Newton－Raphson 迭代法求
其数值解 ［9］．

对 f1至 f9分别关于 x0　 y0　θ0　θ12　θ22　θ32　θ13

　θ23　θ33求偏导数
●f i●Sj

（ i＝1�2�…9�j＝1�2�…9）�得到一个
9∗9的导数矩阵 DF�当它为非奇异阵时�利用它构成下面
的迭代计算式�

DS＝DF－1∗（－ f）
Sn＋1＝ Sn＋DS

式中 S＝（ x0　 y0　θ0　θ12　θ22　θ32　θ13　θ23　θ33）T�f
＝（ f1　 f2　 f3　 f4　 f5　 f6　 f7　 f8　 f9）T�Sn 代表第 n 次
迭代后的 S矢量值�可以选取 S0＝0作为迭代运算的初始

值�而范数 norm（ f）〈1e－12作为迭代终止条件．
有趣的是上面过程中如令 k＝0即为采用轴承转动副的

传统机构不计运动副摩擦和构件惯性质量时的动力学方程．

2　传动反解模型

传动反解模型指的是给定机构的位姿参数 X＝（ x0　 y0
　θ0）T�由反解运动学得到各转角值（θ12　θ22　θ32　θ13　
θ23　θ33）�即已知 S＝（ x0　 y0　θ0　θ12　θ22　θ32　θ13　
θ23　θ33）T 的情况下�求所需的力矩 M＝（M1　 M2　 M3）T

以及机构所处位置时的各运动副反力 R．并联机构的运动学
和动力学与串联机构正好相反�反解模型容易求解而正解模
型却较为复杂．下面介绍如图1所示整体弹性关节三自由度
平面并联微型机器人的传动反解模型及其求解过程．

由给定的位姿参数便可直接由式（10）和（11）得到关节
反力 R 与输入力矩 M的关系�改写式（10）和（11）如下

RxSi＝ riMi＋ ti （15a）
RySi＝ qiMi＋ pi （15b）

其中

ri＝－ cosθi3
lcos（θi2－θi3

ti＝ h（2θi2－θi3）cosθi3＋ l（2θi3－θ0－θi2）sinθi2
lhcos（θi2－θi3） k

qi＝－ cosθi3
lcos（θi2－θi3

Pi＝ h（2θi2－θi3）sinθi3＋ l（2θi3－θ0－θi2）cosθi2
lhcos（θi2－θi3） k

将式（15a）�（15b）代入到方程（1）�（2）�（3）中�便得到
关于 M＝（M1　 M2　 M3）T 的线性方程组．写成矩阵形式
如下：

b11　　 b12　　 b13
b21　　 b22　　 b23
b31　　 b32　　 b33

M1
M2
M3

b14
b24
b34

（16）

式中

b11＝2r1
b12＝－（ r2＋3q2
b13＝3q3－ r3
b14＝ t2＋ t3－2t1＋3p2－3p3
b21＝2q1
b22＝－（ q2－3r2
b23＝－（ q3＋3r3）
b24＝－3t2＋3t3－2p1＋ p2＋ p3
b31＝ c（ r1cosθ0＋ q1sinθ0）
b32＝ c（ r2cosθ0＋ q2sinθ0）
b33＝ c（ r3cosθ0＋ q3sinθ0）
b34＝－ k（θ13＋θ23＋θ33－3θ0）－ c（ t1＋ t2＋ t3）cosθ0－

c（ p1＋ p2＋ p3）sinθ0
由式（16）求出 M以后�代回到式（15a）和（15b）得到平
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台各运动副反力 RxSi和 RySi�再由式（4）�（5）�（7）�（8）得到其
它运动副反力 RxDi�RyDi�RxOi和 RyOi．

3　计算实例

如图3所示并联操作手�给定机构尺寸为：c＝40mm�h
＝20mm�l＝30mm�由厚度为 b＝5mm 的普通钢板切割而
成�其关节尺寸（如图4）为：t＝1mm�r＝4．5mm�w＝10mm�
E＝200GPa（即109 N/m2）为材料杨氏模量�则关节扭转刚度
系数 k＝31．7581N．m/Rad［8］�不计各活动构件质量和转动惯
量�三个输入力矩为 M＝（12　－34　65）TN．m�其迭代初始
值为 S＝（0．0000　0．0002　－0．0010　0．0070　0．0074　
0．0080　0．0050　－0．0050　0．0007）T�第一、二分量为 x0�
y0�单位为m�其它均为角度�单位为 rad．采用 Matlab6．1编程
运算的结果如下：

正解时经6次迭代历时0．05秒后得到 S＝（0．0007　
0．0088　－8．6409　5．6660　－3．4612　27．8194　28．1436
　－13．0011　0．2761）T；此处 x0�y0量纲仍为 m�但后面七
个角度分量量纲为度．其迭代范数为4．5475e－012．

利用正解得到的系统位置解 S 作为输入值代入到反解
模型中�得到所需的输入力矩为 M＝（12－3465）T N．m�从
而验证其模型的正确性．

4　结　语

本文以一个三自由度整体弹性关节平面并联微型机器

人为应用实例�介绍其传动力学模型的建立过程�因其工作
空间限制其应用常在低速�故动力学问题变成静力平衡问
题．然而由于非线性和偶合性的存在�正解模型一般较为复
杂而无封闭位置解存在�文中介绍了利用 Newton－Raphson
迭代法求其数值解的过程．最后利用 Matlab6．1编程对实例
进行计算�对于整体弹性关节并联微型操作手的传动力学
分析具有普遍性的意义．为并联微型机器人研究尤其控制
系统的设计提供了有利的工具．
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Static Balancing Equation of Micro－Manipulators with Monolithic Flexure Joints

LIU Ping-an
（School of Mechatronic Engineering�East China Jiaotong University�Nanchang�Jiangxi�330013China）

Abstract：The forward and inverse dynamics modeling of3-DOF planar parallel micro-manipulators with monolithic flex-
ure joints is presented in this paper�which has become an elastically static balancing problem due to the limitation of
workspace．However�the forward model is more difficult�and generally�closed-form solutions doesn’t exist�because of
highly non-linearity and coupling．The process to solve the forward problem with Newton-Raphson iterative method is
shown to search for the system position and orientation solutions�finally a case study is also introduced with Matlab6．1．
Key words：monolithic flexure joints；parallel micro-manipulators；static balancing equations
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