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摘要 �根据直梁有限元模型的特点将特征方程 ��
二 几月优 中�

、
� 拒阵表为若干结构参数的函数

，

即 � 二
���， ，

��
，… ，

���
，
�
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� ，
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�
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从而导出以结构参数为未知量的逆特征方程
，

并分析了可解条件及结构参数对特征数据的敏感性等问

题
�

关 健 词 �直梁�特征值反问题�振动设计
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�
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� 引 言

目前对直梁的特征值反问题的研究就其离散

化模型而言
，

可分为两种类型
�
�� 离散成弹簧—质量块系统

，

归结为������矩阵的特征值反问题
，

这

个问题已被很多学者研究 〔�」【�」【�〕
�

�� ��������研

究了一种特殊的离散型物理模型的特征值反问题
�

对这二类问题的讨论有两个共同的特点就是
�
�� 考

虑的是标准特征值问题 ��� 根据不同边界条件下反

对应的完备特征值序列构造矩阵 �
、

�
，

在工程实际

问题中要得到如此多的特征值是十分困难的
�

所以

应用受到限制
�

在结构振动的工程问题中用有限元模型离散

结构是非常有效方法
，

而且振型往往也是非常重要

的原始数据
�

故本文在对空心管进行有限元离散基

础上
，

根据固有频率和固有振型讨论振动设计问

题
�

在数学上的描述就是
�
根据特征值和特征向量

的信息讨论广义特征值反问题
，

从而构造一对矩阵

侧刚度矩阵�
、

��质量矩阵�
、

建立有限元模型
�

为直梁
�

首先
，

我们考察梁的单元矩阵
�

单元刚度矩阵可表为

「犬�二 �〔无，

�� ��丫 〕 ���

其中
， 。 �
��

，
� 二
��

， 【�’ 〕
、 【犷」均为梁单元端

点坐标的函数
�

显然
，

若坐标值已定
，

一个单元刚度

矩阵就只有两个未知元素
。 、
�

�

单元的集中质量矩

阵为

�。 卜 ���
‘ 〕 ���

其中
，
� �
川

�

【�‘ 」是坐标的函数 ，

所以若坐标值已

给出
，

一个单元的集中质量矩阵就只有一个未知元

素 �
�

空心管有限元模型的特征方程为
�

�������� 几�������� ���

其中
，

凡和�川 �是指第�阶特征值和特征向量
�

空心直管有限元模型的结构如图 �所示
，

其中
�

�一 � � �代表节点号
，① 、 ②代表局部座标号

，
�‘
��

二 �
，…��代表梁单元的编号

�

� 一 � � � � �阵� 逆特征方程

空心直管由于其形状因素
，

其有限元模型可视
图 � 空心管的有限元模型

收稿日期
����犯 一

伪 一 ��

作者简介
�

包忠有�����一 �
，

男
，
江西广丰人

，

华东交通大学副教授
�



第�期 包忠有
�

直梁的特征值反问题及振动设计

根据图 �的单元装配形式及约束状态
，

总刚度

矩阵是块状结称三对角矩阵
，

特征方程可写成以如

下形式
�

�
� ，… ，

人将其中与约束条件联立
，

有

〔几���卜
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〔�二 〕�， 对非齐次方程而方有合理解的条件是

系数矩阵的秩
二 �� ����

【几， � �

�
�，
��

。 � ，
�二 � ��

。
�
�，
��

。
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，�

所谓合理解意味着
，

解代表的是物理上可实现的结

构参数
，

而条件����实际上是必要条件
�

求���式的最小二乘解
，

可得近似满足具有这

些特征数据和相应条件的结构参数
�

·

�坛
� ，
�
二
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�
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比较方程式的两边
，

有关系式
�

�心
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有
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并将诸式联立表成矩

阵形式可得逆特征方程
，
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②【刘� 的维数是 �。 � �。
，

�表示与第�

阶特征数据有关
�

���式是齐次方程没有唯一解
�

若想有唯一解
，

必须给出相应的约束条件
，

化齐次方程为非剂次方

程
�

在很多情况下
，

无法得到某一阶非常准确的特

征数据
，

但可以获得若干阶近似特征数据
，

即�二�
，，

若空心直管的低阶固有频率恰好与机身的固

有频率相吻合
，

运动过程中将引起较强烈的振动
�

为了降低振动幅值延长空心直管的使用寿命
，

对其

进行振动设计
�

设计分两个步骤
�
�� 根据设计单位

提供的直管的振频
、

振型数据
，

算出 �
、
�并给出剖

面特性
，

使其满足其的原有设计状态及振动特征 �

��求具有新的特征数据的空心真管的剖面特性
�

新

的特征数据必须满足两个条件
�①振型的幅值不大

于原有的水平
�

②固有频订比原有的高 ���左右
�

由于我们所关心的空心管的低阶固有特性
，

所

以纵向振动可 以忽略不计
�

另外
，

假设空心管的重

量保持不变
�

并根据图纸要求将梁分为 �� 段
，

即 �

� ��
�

�见图 ��
�

这样逆特征方程就变为
�

�几〕�了卜 ��� ����

其中
�①�川 � ��

，，

几
， … ，

入
�
�
�
�一是剖面的惯性

矩
�

②�川是节点质量构成的向量
�

表 � 剖面惯性矩
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梁号 原始数据 工
计算结果 �

爪 二 � � 二 �

� �
�

����� � �理 �
�

����� �了 �
�

����� �已
� �

�

卫为�� �口 �
�

�叭抖 � �口 �
�

�的�� �口
� �

�

�以�� �于 �
�

���� ��
， �

�

�以�� �护
� �

�

����� �护 �
�

����� �护 �
�

����� �护
� �

�

��卯 � �于 �
�

��印 � �少 �
�

��卯 火 �护
� �

�

����� �护 �
�

���� � �于 �
�

����� �护
� �

�

����� �寸 �
�

之讲�� �护 �
�

����� �护
� �

�

����� �于 �
�

����� �护 �
�

����� �护
� �

�

������ �泞 �
�

���为 � �诊 �
�

����� �护
�� �

�

����� �少 �
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����� �护 �
�

����� �护
�� �

�

����� �于 �
�

����� �护 �
�

����� �护
�� �

�

肠外 � �护 �
�

����� �护 �
�

肠��� �护
�� �

�

��如 � �护 �
�

����� �护 �
�

����� � �扩
�� �

�

���� � �少 �
�

����� �于 �
�

���� � �于
�� �

�

����� � �于 �
�

����又 �护 �
�

����� � �护
�� �

�

�卫��又 �评 � ����� �评 �
�

�卫粼�� �泞

根据设计单位提供的振频
、

振型�共四阶�及有

关数据
，

代人����式计算剖面特性
�

表 �分别给出利
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用一阶��
二
��和四阶�� � ��特征数据所得到的结

果
�

从上表可 以看出
�
结果是很好的

，

既使 � � �

时
，

最大误差小于 ��
�

由于得到特征数据常常不精

确
，

因此我们考察随机误差的影响
，

对特征值和特

征向量分别给出不同程度的随机误差
，

并利用不同

阶数的特征数据
，

观察对剖面特性�惯性矩�的影

响
�

结果见表 �
�

表 � 参数误差分析

利用的 特征值上的 特征向量上 惯性矩的

阶 数 随机误差 的随机误差 最大误差

� �
�

�� �
�

�� 不合理
� ��汤 �

�

��� ���

� ��荡 �
�

��� �
�

��

� �口沁 �
�

�� 不合理
� ��� �

�

�� ��
�

�现
，

� ��� ���� 不合理

上表的数据表明
�
剖面特性对特性向量敏感性

表 �

比对特性值更强
�

作为问题的第二步
，

假设特征向量的数据不

变
，

即振型的幅值不变
，

对特征值进行摄动使之满

足设计要求
�

结果见表 �
�

表 � 振动频率对比

阶 次 原有的频率 伍 摄动的频率 伍
� �

�

�� ��
�

卯
� ��

�

�� ��
�

��

� 卯
�

刀 �以
�

�

� ���
�

� ���
�

�

根据新的特征数据
，

从振动观点出发设计了一

种新的空心管的剖面特征�见表 ��
�

比较表 �和表 �
，

结果表明
，

在保持重量及振型

不变的条件下
，

只要剖面特性�惯性矩�发生较小的

变化就会引起固有频率发生较大的变化
�

反过来说

就是固有频率对剖面特性很敏感
�

剖面惯性矩

馨
惯性矩 ，

馨
惯性矩 ‘

瞥 惯性矩 ，
瞥

惯性矩 ‘

�
�
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�去抖 � ���

�
�

�抖�� �护

�
�

�卯�� �护
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�
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�
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�
�

����� �护

�
�

科又 � �护

�
�

���� � �护

��

��

�
�

�肠�� �于

�
�

����� �护

�
�

�华铭 � �护

�
�

���� � �于

��

，‘‘��

� 结 论

上面利用把空心管的振动设计问题化为直梁

有限元模型特征值反问题的方法
，

讨论了梁的特征

值反问题并给出相应的解法
�

作为特征值反问题
，

它的背景有三个方面
�
�� 振动设计 ��� 物理参数识

别 ��� 结构修改
�

因此本方法也适用于直梁结构的

后两个问题
�
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