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摘要：使用超奇异积分方程方法对相材料中与界面垂直相触的 I 型三维平片裂纹问题进行了理论和数值分析．在理论分析中�
我们使用主部分析法分析了界面上裂纹端部应力奇性指数和 I 型应力强度因子．在数值计算中�超奇异积分方程组中的未知
函数裂纹表面位移差近似地表示为位移差的基本密度函数与多项式之积．基本密度函数反映了裂纹端部应力奇性性态．文章
最后以矩形平片裂纹问题为例�给出了若干关于不同裂纹形状比和材料刚性比时的应力强度因子数值算例．数值结果表明�
本文提出的数值求解方法精度很高．
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1　前　言

在纤维强化材料、半导体电子产品、不同金属材料的结合体以及金属与陶瓷的结合体中�都存在着很多
界面．这些结合材料的损伤往往是从界面或界面近旁开始的．因此�准确理解界面或近旁三维裂纹端部奇性
应力场分布在工程实用上显得非常重要．研究与异材界面相触的裂纹问题有助于我们了解和分析裂纹在界
面上的裂纹剥离、反射和折射问题．以前的研究�大多数主要局限在二维情况［1�2］ ．1986年和1989年 Keer 及
其合作者［3�4］曾先后分别对三维裂纹与异材界面垂直相触和穿透界面裂纹问题进行了研究．然而�由于数学
和力学上的困难�在他们的应力强度因子数值分析中�并没有考虑裂纹端部实际的应力奇性指数和应力奇性
场．著者［5�6］曾使用超奇异积分方程方法也对两相材料中平行于界面和垂直于界面的三维裂纹问题进行了分
析．

本文继续使用超奇异积分方程方法讨论与界面垂直相触的 I 型三维平片问题．首先�通过主部分析法�
我们从理论上分析裂纹端部应力奇性指数和 I型应力强度因子表达式．接着�我们讨论超奇异积分方程的数
值求解方法．在数值分析过程中�未知函数裂纹表面位移差近似地表示为位移差的基本密度函数与多项式之
积．该一做法�曾被本文著者［7�8］成功应用于无限大弹性均质体中三维裂纹问题．文章最后以矩形平片裂纹为
例�讨论不同裂纹形状比和材料的刚性比对与异材界面垂直相触时界面上裂纹端部应力强度因子的影响�并
以图表的形式给出了具体数值计算结果．

2　超奇异积分方程

图1是两个具有不同刚性比的半无限大弹性均质体沿 x1－x3平面完全接合的结合体．假定上半空间的
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材料弹性常数为（μ1�v1）�而下半空间的材料弹性常数为（μ2�v2）．平片裂纹 S 假设位于 x3＝0的平面�参见
图1．

如果结合体无限远处沿垂直于裂纹面的方向受均匀拉伸载荷σ∞33作用�则根据两相材料空间中的点力基
本解、Somigliana公式、Hadamard有限部积分概念以及裂纹面上的边界条件�我们得到以下有关三维平片裂纹
与异材界面垂直相触时的超奇异积分方程［5］ ：

　　　　ʃ＝ s＋ ［1
r31＋K33（x�ξ）］ u3（ξ） dξ1dξ2＝－π（κ1＋1）

μ1 σ∞33 （1）
其中 r21＝（x1－ξ1）2＋（x2－ξ2）2；u3（ξ）＝ u＋3 （ξ）－ u－3 （ξ）；S＋为矩形平片裂纹上表面面积�即：S＋ ＝｛（ξ1�
ξ2）｜（－ a≤ξ1≤ a�0≤ξ2≤2b｝；ʃ＝意旨 Hadamard有限部积分；Kernel函数 K33（x�ξ）为

K33（x�ξ）＝2S（κ1＋1）－3A（κ21－2κ1＋3）
2r32 ＋3A ［12x2ξ2－（3－κ1）（κ1－1）（x2＋ξ2）2］

2r52

＋3［ Aκ1（κ1＋2）＋B－2S（κ1＋1）］
2r2 r24 （2）

其中

r2＝ （x1－ξ1）2＋（x2＋ξ2）2�r4＝ r2＋x2＋ξ2�κ1＝3－4v1
A＝（μ1－μ2）／（μ1＋κ1μ2）�B＝（κ2μ1－κ1μ2）／（μ2＋κ2μ1）�S＝（μ1－μ2）／（μ1＋μ2）

3　界面上裂纹端部应力奇性指数

应力奇性指数在评价裂纹端部奇性应力场和应力强度因子中有着非常重要的作用．由于界面上裂纹端
部角点 A 和 B（参见图1）的应力奇性分析的复杂性�我们这里只对裂纹端部（AB）除去这两个角点以外的应
力奇性指数进行分析．根据弹性理论�Sε邻域内的位移可表示如下：

u3（ξ）＝C（Q）ξλ2�0＜Reλ＜1 （3）
其中λ为未知的应力奇性指数�而 C（Q）是取决于裂纹端部（AB）上 Q点位置的常数．根据式（3）并使用

超奇异积分方程的主部分析方法�我们有：
　　　　　　 lim

Sε→0ʃ＝Sε
u3（ξ）
r31 dξ1dξ2＝－2C（Q）xλ－12 λπcotλπ （4）

　　　　　　 lim
Sε→0ʃ＝SεK33（x�ξ） u3（ξ） dξ1dξ2＝2C（Q）xλ－12 （A＋B－4Aλ2） λπsinλπ （5）

将式（4）和（5）代入式（1）�为确保在求极限的过程中 Sε邻域内方程（1）有界和常数 C（Q）不为零�我们
得到以下有关λ的特征方程：

　　　　　　2cosλπ＋4Aλ2－A－B＝0 （6）
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　　特征根λ决定了界面上裂纹端部的应力奇异性�它取决于（μ1�κ1）和（μ2�κ2）．表1中给出了不同材料
组合时的λ值．从表中值可以看出�除特殊情况μ2／μ1为零时界面上裂纹端部应力具有非奇异性外�其它情
况应力均具有奇异性�即－1＜λ＜0�而且随μ2／μ1的减少�这种奇异性减弱．应当指出的是�不管μ2／μ1如

何变�我们只得到唯一的奇异性实根．
表1　不同材料组合时方程（6）的特征根

v2＝v1＝0．30
μ2／μ1 λ v1＝0．35�v2＝0．30

μ2／μ1 λ

∞ －0．71116780946470 ∞ －0．67969081103799
1000 －0．71066144395289 1000 －0．67925728224361
100 －0．70613485781618 100 －0．67537681117056

44．44 －0．70006648812526 46．15 －0．67050232624958
22．22 －0．68973683880520 23．07 －0．66188163498664

10 －0．66722658360383 10 －0．64165088809933
1．02 －0．50202267953188 1．02 －0．49056227068437

1 －0．50000000000000 1 －0．48862937167960
0．98 －0．49792946795624 0．98 －0．48664877741285
0．1 －0．24639989309745 0．1 －0．23917235988078

0．045 －0．17419366663813 0．043 －0．16501915246489
0．023 －0．12740689960167 0．022 －0．12043977034579
0．01 －0．08519490567154 0．01 －0．08217234139696
0．001 －0．02721022027896 0．001 －0．02622292880765

0 0 0
　　

4　界面上裂纹端部 I型应力强度因子

如图1所示�因裂纹扰动在下半空间材料2中裂纹平面内 x 点（见图1）引起的沿 x3方向应力场具有下
面积分形式［6］ ：

σ33（x）＝ μ22π（κ2＋1）ʃS＋｛（κ2＋1）－（κ1－1）＋A（κ1＋3）＋B（κ2－3）＋2S（κ2＋1）
r31

　　　　－3［（κ2＋1）－（κ1＋1）＋A（κ1＋2）＋Bκ2＋2S（κ2＋1）］
r1（ r1＋x2－ξ2）2 －6（B－A）ξ2

　　　　［ 1
r21（ r1＋x2－ξ2）2＋ 1

r31（ r1＋x2－ξ2） ］｝u3（ξ） dξ1dξ2 （7）
其中 A＝（κ1μ2－κ2μ1）／（μ1＋κ1μ2）�B＝（μ2－μ1）／（μ2＋κ2μ1）．

把式（3）代入式（7）并使用超奇异积分方程的主部分析方法�得到下面表达式：
σ33（0�ρ�0）＝μ2λ［2－A－B－2λ（A－B）］

（κ2＋1）sinλπ ·C（Q）ρλ－1 （8）
因此�界面上裂纹端部（AB） I型应力强度因子如下：
K1�λ（Q）＝lim

ρ→0 2ρ1－λσ33（0�ρ�0）＝lim
ξ2→0

2μ2λ［2－A－B－2λ（A－B）］
（κ2＋1）sinλπ

u3（ξ1�ξ2）
ξλ2 （9）

5　超奇异积分方程的数值求解方法

一般来讲�要获得方程（1）的解析解是不可能的�而必须求助于数值解．以往的数值解法是常使用边界元
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方法［9�10�11］ ．在边界元方法中�超奇异积分方程中的未知函数裂纹表面位移差采用线性插值�最后确定应力强
度因子的时候又必须利用外插�这无疑降低了该方法的数值结果精度．本文著者曾经提出了超奇异积分方程
的高精度数值解法［7］ ．对本文所研究的矩形平片裂纹而言�未知函数裂纹表面位移差 u3（ξ1�ξ2）可以用下列
形式来近似：

u3（ξ1�ξ2）＝ξλ2 （ a2－ξ21）（2b－ξ2×F（ξ1�ξ2）＝ω（ξ1�ξ2）×F（ξ1�ξ2）　　　　 （10）
其中ω（ξ1�ξ2）是位移差基本密度函数�它反映了裂纹端部应力奇异现象．未知权函数 F（ξ1�ξ2）可近似

地表示为

Fmm（ξ1�ξ2）＝∑M
m＝0∑N

n＝0amnξ
m1ξn2 （11）

其中 amn为待定常数．将式（10）和（11）代入式（1）�我们就得到如下一组以 amn为未知数的线性代数方程：
∑M
m＝0∑N

n＝0amnImn（x1�x2）＝－π（κ1＋1）
μ1 σ∞33 （12）

这里

I1mn（x1�x2）＝ʃ＝S＋ 1
r31ξ

m1ξn＋λ2 （ a2－ξ21）（2b－ξ2） dξ1dξ2 （13）
I2mn（x1�x2）＝ʃS＋ K33（x�ξ）ξm1ξn＋λ2 （ a2－ξ21）（2b－ξ2） dξ1dξ2 （14）

式（14）是非奇异积分�可以采用二维普通的 Gauss积分公式进行数值求解．式（13）则是一个超超奇异积
分�它可以按以下方式处理：

I1mn（x1�x2）＝ʃ＝S＋ 1
r31ξ

m1ξn＋λ2 （ a2－ξ21）（2b－ξ2） dξ1dξ2＝ʃ＝S＋
Gmn（ξ1�ξ2）

r31 dξ1dξ2 （15）
显然式（15）中的函数 Gmn（ξ1�ξ2）是二次可微的�因此将它在 x 点邻域展成 Taylor级数�并取前三项�即：

Gmn（ξ1�ξ2）＝Gmns（x1�x2）＋GmnR（x�ξ） （16）
其中

Gmn（ξ1�ξ2）＝Gmn（x1�x2）＋（ξα－xα）Gmn�α（x1�x2）＋12（ξα－xα）（ξβ－xβ）Gmn�αβ（x1�x2） （17）
GmnR（x�ξ）＝Gmn（ξ1�ξ2）－Gmns（x1�x2） （18）

式中α�β＝1�2；逗号后指标表示 Gmn（ξ1�ξ2）分别对ξ1或ξ2进行微分．将式（17）代入式（16）�然后再代
入到式（15）中�因此式（15）的积分可写为

I1Smn（x1�x2）＝I1Smn（x1�x2）＋I1o
mn（x1�x2） （19）

其中 I1s
mn为超奇异积分；I1o

mn是非奇异积分�可用二维普通的 Gauss数值积分公式得到．I1s
mn和 I1o

mn分别表示为：
I1s
mn＝Gmn（x1�x2）ʃ＝S＋ 1

r3 dξ1d2＋Gmn�α（x1�x2）ʃ＝S＋
（ξα－xα）

r3 dξ1dξ2

＋12Gmn�αβ（x1�x2）ʃ＝S＋
（ξα－xα）（ξβ－xβ）

r3 dξ1d2 （20）
I1o
mn＝ʃS＋

GmnR（x0�ξ）
r3 dξ1dξ2 （21）

使用极坐标ξ1－x1＝ rcosφ和ξ2－x2＝ rsinφ（参看图1）�根据 Hadamard有限部积分概念�我们有
ʃ＝1

r3 dξ1dξ2＝－ʃ2π
0

1
R（φ） dφ （22）

ʃ＝S＋
（ξα－xα）

r3 dξ1dξ2＝ʃ2π
0 （δα1cosφ＋δα2sinφ）InR（φ） dφ （23）

ʃ＝S＋
（ξα－xα）（ξβ－xβ）

r3 dξ1dξ2＝ʃ2π
0 （δα1cosφ＋δα2sinφ）（δβ1cosφ＋δβ2sINφ）R（φ） dφ （24）

其中 R（φ）如图1所示．式（22）～（24）表明�式（20）的超奇异积分可以通过一维普通 Gauss 数值积分公式来
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获得．至此�使用式（20）和（21）的积分�式（13）的超奇异积分获得数值解决．
利用式（9）和（10）�我们得到如下关于计算界面上矩形平片裂纹端部（AB）应力强度因子的表达式：

K1�λ＝ 2μ2λ［2－A－B－2λ（A－B）］
（κ2＋1）sin（λπ） 2b（ a2－x21F（x1�0）�－ a≤x1≤ a （25）

6　数值计算结果和讨论

6．1　应力强度因子无量纲化表示
我们基于上面所讨论的数值方法�编制了相应的计算线性代数方程组（12）中未知系数αmn的程序�由此

系数即可确定椭圆平片裂纹问题的应力强度因子 K1�λ．为了比较上的便利�将它们进行无量纲化�即：
F1�λ＝ K1�λ

σ∞33 b1－λ （26）
在数值计算中�我们通过 x1＝ aξ1和 x2＝2bξ2变换将物理平面上的矩形平片裂纹映射到投影平面上为

2×1的矩形平片裂纹�请参见图2．物理平面上的边界配置点的选择分布如图2（ b）所示的2×1矩形内的网
格节点．在所有的计算例中�配置点数的选择除特别声明外都是采用2×1矩形内20×20的网格节点数．

6．2　数值结果的收敛性讨论
我们通过改变多项式的次数�探讨了矩形平片裂纹与异材界面相触时界面上裂纹端部（AB）应力强度因

子 F1�λ的收敛性情况．计算结果分别如图3和表1所示．图3是反映了当裂纹的形状比为 a/b＝1和材料弹
性常数为μ2／μ1＝2、v1＝v2＝0．3时�多项式次数的选择对裂纹表面边界条件σ33＝0收敛的影响�从图中可
以看出�随着多项式次数的提高�本文数值计算结果收敛于σ33＝0的理论裂纹表面边界条件．表2是裂纹的
形状比为 a／b＝1和材料弹性常数为μ2／μ1＝1、v1＝v2＝0．3的场合下�选取不同的多项式次数时的本文数
值结果与著者及其合作者［8］以前计算结果收敛对照表．表中结果也表明�随着多项式次数的提高�本文数值
计算结果收敛于现有解．
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表2　无限大弹性均质体中三维正方形平片裂纹端部应力强度因子 F1�λ（λ＝0．5）数值解与现有解 ［8］比较

　　　　　 x1/a
（M�N） 0/11 1/11 2/11 3/11 4/11 5/11 6/11 7/11 8/11 9/11 10/11

7 0．7531 0．7514 0．7462 0．7379 0．7250 0．7070 0．6830 0．6513 0．6095 0．5502 0．4486
8 0．7533 0．7516 0．7463 0．7377 0．7248 0．7068 0．6829 0．6512 0．6090 0．5501 0．4495
9 0．7533 0．7516 0．7463 0．7376 0．7247 0．7067 0．6829 0．6512 0．6090 0．5501 0．4506
10 0．7534 0．7517 0．7465 0．7376 0．7246 0．7066 0．6827 0．6510 0．6088 0．5497 0．4515

Wang ［8］ 0．7534 0．7517 0．7465 0．7376 0．7245 0．7066 0．6828 0．6512 0．6086 0．5492 0．4536
6．3　与异材界面垂直相触时矩形平片裂纹界面端部应力强度因子分析

以下我们就矩形平片裂纹与两相材料界面相触时材料的刚性比对界面上裂纹端部的应力强度因子影响

进行讨论和分析．图4给出了界面上裂纹端部（AB）最大应力强度因子 F1�λ（ x1＝0�x2＝0）与材料的刚性比
关系．图中曲线表明�界面上裂纹端部（AB）应力强度因子是随着材料的刚性比增大而增大�但当μ2/μ1≤0．
01和μ2/μ1≤100时�这种变化趋势开始变得平缓．图5描绘了材料刚性比 M2M1/＝2时界面上裂纹端部
（AB）应力强度因子 F1�λ的变化情况．综观图4和5�我们都可以看出�不论材料的刚性比如何�裂纹的形状比
越大�即裂纹越窄长�裂纹端部应力强度因子总是越大．而且�随着 a/b→∞�应力强度因子趋近平面情况下
裂纹问题的应力强度因子．

7　结束语

本文使用超奇异积分方程方法研究了与两相材料界面相触的三维矩形平片裂纹问题．在数值求解超奇
异积分方程的过程中�未知函数被近似表示为裂纹位移差基本密度函数与多项式的乘积．经与现有解比较�
证实本文的数值解法精度很高．

另外�我们通过系统考察分析与界面相触的三维矩形平片裂纹问题�界面上裂纹端部（AB）应力强度因
子则随着材料的刚性比增大而增大�当μ2/μ1≤0．01和μ2/μ1≥100时�这种变化趋势开始变得平缓；不论材
料的刚性比如何�裂纹的形状比 a/b 越大�即裂纹越窄长�裂纹端部应力强度因子总是越大．而且�随着 a/b
→∞�应力强度因子趋近平面情况下裂纹问题的应力强度因子．
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Analysis of a Mode I3D Crack Vertically Terminating at a Bimaterial Interface
CHEN Meng-cheng�LIU Ping

（School of Civil Engineering and Architecture�East China Jiaotong university�Nanchang330013�China）

Abstract：In this paper a mode I three-dimensional planar crack vertically terminating at a bimaterial interface is theoreti-
cally and numerically analyzed with the hypersingular integral equation method．In the theoretical analysis�stress singu-
larities and mode I stress intensity factor are derived with dominant-part analysis．In the numerical calculations�the un-
known displacement difference on the crack surfaces in he hypersingular integral equation is approximated with a product
of the fundamental density function and polynomials．Finally�some numerical examples of rectangular crack problems for
stress intensity factors are given with different aspects of the crack shape and ratios of material constants．It is shown that
present method yields solutions with high accuracies．
Key words：elasticity；bimaterial；rectangular crack；hypersingular integral equation；stress intensity factor
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