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摘要：给出了方程1＋ x＋…＋ xn＝0（mod p）的解与算法．
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　　本文的数均为整数且 p�q�r�s 表示素数�（m�
n）是 m和 n的最大公因数．σ（ n）是 n的因子（含1
和 n）之和�例如6＝1＋2＋3＋6＝12．σ是积性函
数�即（m�n）＝1�则 σ（mn）＝ σ（m）σ（ n）．文
献［1］�［2］给出如下定理：

定理1［1�2］　设
f（x）＝ anxn＋ an－1xn－1＋…＋ a1x＋ a0�n＞0�

an≠0（mod p）�
是一个多项式．则同余方程
f（x）＝0（mod p） （1）
最多有 n个解．
本文研究同余方程

1＋x＋…＋xn＝0（mod p）�n＞1 （2）
的解与算法．得到定理2�3�4�它们在计算数的因子
和或数的素数因子方面有用．

令 n的标准分解式为：n＝paqb…sk．则
σ（ n）＝σ（pa）σ（qb）…σ（ sk）

而　σ（ rj）＝1＋ r＋ r2＋…＋ rj

数的因子和的计算�可化为数的素数因子的计
算．在我们的1个较大的计算项目中�需要计算1＋
r＋ r2＋…＋ rn 的标准分解式．就是要计算它的素
因子．这就需要求解方程（2）．

例　 r＝76123�σ（ r4）＝33579118185146514761
σ（ r4）＝11∗151∗1721∗16001∗19571∗37511

计算σ（ r4）的素因子�要用≤σ（ r4）的平方根的
素数去试除σ（ r4）�计算量是巨大的．从本例可知σ
（ r4）的素因子 p＝1（mod4）．如是则计算量减少到
原来的1/4．

定义1　欧拉函数φ（ n）的值等于1�2�…�n－
1中与 n互素的数的个数．

对于素数 p�φ（p）＝p－1．
定义2　设 m是使

bm＝1（mod p）
成立的最小正整数�则 m叫做 b 对模 p 的次数

定义3　次数是 p－1的数叫做 p 的原根
引理1［2］　设 m＞1�（b�m）＝1�则

bφ（m）＝1（mod m）
引理2［2］　设 a≠0（mod p）�则

ap－1＝1（mod p）
引理3［2］ 　设 a 对模 p 的次数是 m�an＝1

（mod p）则 m｜n．
定理2　设 p＞ n＋1�b 是 p 的1个原根�n＋1

是素数�则（2）有解的充分必要条件是
p＝1（mod n＋1）

且当有解时�a�a2�…�an 是（2）的 n 个解．这
里 a＝bk（mod p）�k＝（p－1）/（ n＋1）．

证明　充分性．设 p＝1（mod n＋1）�k＝（ p－
1）/（ n＋1）．a＝bk（mod p）�a≠1（mod p）�
an＋1＝1（mod p）
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1＋ a＋…＋ an＋ an＋1

＝1＋ a＋…＋ an＋1（mod p）
＝（1＋ a＋…＋ an） a＋1（mod p）
1＋ a＋…＋ an＝（1＋ a＋…＋ an） a （mod p）
（ a－1）（1＋ a＋…＋ an）＝0（mod p）
1＋ a＋…＋ an＝0（mod p）
a是（2）的解．
必要性．设1＋ a＋…＋ an＝0（mod p）．易知

a≠1（mod p）
1＋ a＋…＋ an＋ an＋1

＝（1＋ a＋…＋ an） a＋1（mod p）
an＋1＝1（mod p）
若1＜h＜ n＋1�ah＝1（mod p）�由引理3�h｜n

＋1�不可．由引理3�n＋1整除 p－1．p＝1（mod n
＋1）．1�2�…�p－1在mod p 乘法下是 p－1阶循环
群�a生成 n＋1阶子群＜ a＞�n＋1是素数�＜ a＞
是素数阶循环群�＜ a＞中任何非单位元的元素的
阶是 n＋1�即＜ a＞＝＜ a2＞＝…＝＜ an＞．a�a2�
…�an 是（2）的 n个解．

推论　设 p＞ n＋1�n＋1是素数．若 h 是方程
（2）的解�则方程（2）的所有解是 h�h2�…�hn

定理3　设 p＝ n＋1�则（2）有唯一解
x＝1（mod p）
证明　显然 x＝1（mod p）是解．设 x≠1（mod

p）．xn＝1（mod p）．由定理2必要性的证明�得
1＋x＋…＋xn－1＝0（mod p）
1＋x＋…＋xn－1＋xn＝1（mod p）

x 不是解．
定理4　设 p ＜ n＋1�n＋1是素数�则（2）无解
证明　显然 x＝1（mod p）不是解．设 x≠1（mod

p）．则 xp－1＝1（mod p）�设 t 是 x 的次数�xt＝1（mod
p）的最小值�则1＜ t≤p－1�设 n＋1＝kt＋ h�h＜
t．由定理2必要性的证明�得
1＋x＋…＋xt－1＝0（mod p）

而对 h＜ t
1＋x＋…＋xh－1≠0（mod p）
1＋x＋…＋xn－1＋xn＝（1＋ x＋…＋ xt－1）（1＋

xt＋x2t＋…＋ x（ k－1） t）＋ xkt （1＋ x＋…＋ xh－1）（mod
p）
＝xkt（1＋x＋…＋xh－1）（mod p）
＝（1＋x＋…＋xh－1）（mod p）
≠0（mod p）

x 不是解．（2）无解．
设 n＋1不是素数．n＋1＝kt�t 是素数�则

1＋x＋x2＋…＋xn＝（1＋ x＋…＋ xt－1）（1＋ xt

＋x2t＋…＋x（ k－1） t）
先解1＋ x＋…＋ xt－1＝0（mod p）�再解（1＋ xt

＋x2t＋…＋x（ k－1） t）＝0（mod p）．
如 k 是素数�则先求得1＋x＋…＋xk－1＝0（mod p）
的解 x＝ a�再求

xt＝ a（mod p）的解．如 k 不是素数�则重复以
上过程求解．

例1　p＝31�解方程
1＋x＋x2＋x3＋x4＝0（mod p） （3）
由定理2�p＝31＝1（mod5）�k＝6�3是 p 的原

根．a＝36＝16（mod p）．（3）的4个解是 a＝16�
a2＝8�a3＝4�a4＝2（mod p）．
例2　p＝13�解方程
1＋x＋x2＋…x26＝0（mod p） （4）
1＋x＋x2＋…x26

＝（1＋x＋x2）（1＋x3＋x6）（1＋x9＋x18）
x＝3�x＝9是方程1＋x＋x2＝0（mod p）的解．x3＝
3�9（mod13）无解．（4）的解是 x＝3�9（mod p）．

例3　p＝31�解方程
1＋x＋x2＋…x14＝0（mod p） （5）
1＋x＋x2＋…x14

＝（1＋x＋x2）（1＋x3＋x6＋x9＋x12）
x＝5�x＝25是方程1＋ x＋ x2＝0（mod p）的解．由
例1（3）的解集是｛2�4�8�16｝．令 a∈｛2�4�8�16｝�x3

＝ a（mod p）的解集仍为｛2�4�8�16｝．因此（5）的解集
为｛2�4�8�16｝（mod p）．

以下讨论算法和程序．
定理5［2］　设 b 对模奇素数 p 的次数是m�m＜

p－1�则
bk�k＝1�2�…�m

都不是 p 的原根
当 n＋1为素数且 p－1＝ k（ n＋1）时方程（2）

的 n个解 x ［1］�…�x ［ n］算法．
程序中 h ［m ］＝ bm�算到 bm＝1（mod p）为止．

如果 m＝ n＋1�则 x ［1］＝b�…�x ［ n ］＝ bn．跳出 b
循环（break）．如果 m＝p－1�即 b（ p－1）＝1�b 是 p 的
原根�a＝bk．x ［1］＝ a�…�x ［ n］＝ an．跳出 i 循环
（break）．如果 m≠p－1�m≠ n＋1．根据定理5和推
论�h ［ j ］�j＝1�2�…�m 都不是 p 的原根也不是解�
对这些数标记为 f ［ h ［ j ］ ］＝1�不在进行计算�以提
高计算效率．

x ［0］：＝1；
for j：＝1to p do f ［j ］：＝0；
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for b：＝2to p－1do begin
　if f ［b］：＝1then continue；
　m＝1；h［m］：＝b；
　while h［m ］＜＞1do begin
　　h：＝h∗b mod p；
　　m：＝m＋1；
　end；
　if m＝n＋1then begin
　　for j：＝1to n do x ［j ］：＝x［j－1］∗b mod p；
　　break；
　end；
　if m＝p－1then begin
　　a：＝b；

　　for j：＝2to k do a：＝a∗b mod p；
　　for j：＝1to n do x ［j ］：＝x［j－1］∗a mod p；
　　　break；
　end；
　for j：＝1to m do f ［h［m ］ ］：＝1；
end；
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