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关于整数集上的和图的几个新结果
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摘要：证明了：（1）对任意 n阶图 G�若δ（G）≥（ n＋3）/2�则 G 不是整和图．（2）所有的2－正则图（除 C4外）均为整和图．这一
结果推广了文 ［1�2］中的结论．
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1　引言及引理

本文所指的图均为无向简单图�文中未说明的
符号和术语同于文献［3�4］．

定义1［3］　设 G＝（V �E）为一个 n阶图．若
存在某个 n元整数集 S 及一个1－1映射 f：V→S�
使得 uv∈ E当且仅当 f（ u）＋ f（v）∈S．则称 G 为
一个整数集上的和图�简称整和图 （Integral sum
graph）．且 f 称为 G 的一个整和标号函数．此时�记
G≅G＋ （S）�且称ζ（G）＝min｛m∈N0｜G∪mK1为
整和图｝为 G 的整和数�这里 N0为全体非负整数

集．显然�一个图 G为整和图当且仅当ζ（G）＝0．
确定一个给定图的整和数是困难的．目前�除

完全图、完全二部图、圈、轮和毛虫树外�其余图类
尚不知其整和数．当然�判断一个图是否为整和图
是困难且有趣的．文 ［3、4］中都证明了所有圈 Cn（ n
≠4）均为整和图．推广这一结果�本文将证明所有
的2－正则图 G（G≠C4）均为整和图．其次�我们也
证明了：当δ（G）≥（ n＋3）/2时�则 n 阶图 G 不是
整和图．下面列出几个有用的结论：

引理1［5］　对任意自然数 m�则 m 个的并
mC3是一个整和图．

引理2［5］　若 G1和 G2均为整和图�且Δ（Gi）
＜｜V（Gi）｜－1（ i＝1�2）�则 G1∪ G2是一个整和
图．

引理3［1�2］　所有的圈 Cn （除 C4外）均为整
和图�但 C4不是整和图．

引理4［5］　当 n≥4时�ζ（Kn）＝2n－3．

2　主要结果及其证明

我们知道�所有的圈 Cn（除 C4外）均为整和图
［1�2］．推广这一结果�我们有
定理1　设 G为一个2－正则图�且 G≠C4�则

G为整和图．
证　若 G 至少有三个分支�则由引理1～2知

G为整和图．若 G＝Cn（ n≠4）�则由引理3知 G 为
整和图．

现考虑 G＝Cm∪Cn�当min｛m�n｝≥5时�由
引理1及引理3知 G 为整和图．因此�我们只需要
证明 C3∪Cn 及 C4∪Cn 均为整和图即可．

情况1　当 G＝C3∪C2m时�由于 C3∪C4≅G＋

（－5�－4�－2�－1�1�2�4）为整和图�下设 m≥3．
记 V（C3）＝｛c1�c2�c3｝�C2m的顶点依次（按顺

时针方向）记为 u1v1u2v2u3v3…umvm．
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定义图 G的标号函数 f 如下：
f（ c1）＝2m－2�f（ c2）＝2m－1�f（ c3）

＝－4m＋4．
f（ ui）＝3m－3＋ i�f（v i）＝－m＋2－ i

（ i＝1�2�3�…m）．
不难验证：f 为图 G的一个整和标号函数�因此

G为整和图．
情况2　当 G＝C3∪C2m＋1时�由引理1知 C3∪

C3＝2C3为整和图�下设 m≥2．同样记
V（C3）＝｛c1�c2�c3｝�C2m＋1的顶点依次（按顺

时针方向）记为 u1v1u2v2…umvmvm＋1．
定义图 G的标号函数 f 如下：
f（ c1）＝4m－2�f（ c2）＝－2m�
f（ c3）＝－2m＋1�
f（ ui）＝－4m＋ i　 i＝1�2�…m．
f（v j）＝2m－ j　 j＝1�2�…m＋1．
不难验证：f 为图 G 的一个整和标号函数�因此

G为整和图．
情况3　当 G＝C4∪C2m时�由于 C4∪C4≅

G＋（－7�－5�－4�－2�1�2�4�5）�故可设 m≥3．同
样地�C4 的顶点依次 （按顺时针方向） 记为
c1c2c3c4�C2m的顶点依次 （按顺时针方向）记为
u1v1u2v2u3v3…umvm�定义图 G 的标号函数 f 如下：

f（ c1）＝3m－3�f（ c2）＝－4m＋3�
f（ c3）＝3m－4�f（ c4）＝－4m＋4
f（ ui）＝－m＋2－ i
f（v i）＝4m－5＋ i 　（1≤ i≤m）
不难验证：f 为图 G的一个整和标号函数�因此

G为整和图．
情况4　当 G＝C4∪C2m＋1时�由情况1知 C4∪

C3为整和图�故可设 m≥2．同样地�C4的顶点依
次（按顺时针方向）记为 c1c2c3c4�C2m＋1的顶点依次
（按顺时针方向）记为 u1v1u2v2…umvmvm＋1．定义图
G 的标号函数 f 如下：

f（ c1）＝m＋2�f（ c2）＝2m＋2�
f（ c3）＝m＋1�f（ c4）＝－2m－5
f（ ui）＝3m＋5－ i　（1≤ i≤m）
f（v j）＝－2m－3＋ j　（1≤ j≤m＋1）
不难验证：f 为图 G的一个整和标号函数�因此

G为整和图．
综合情况1～4�定理1证毕．
F．Harary ［3］证明了所有1－正则图均为整和

图�现在定理1告诉我们：除 C4外�所有的2－正则
图均为整和图�而当 k≥3时�k－正则图就不一定
为整和图�例如当 n≥4时�ζ（Kn）＝2n－3≠0�故
Kn 不是整和图．一般地�我们有
定理2　设 G为一个 n阶图�且其最小度δ（G）

≥ n＋32 �则 G不是整和图．
证　假若 G 是整和图�f 为图 G 的一个整和标

号函数．记 S＝｛f（ u）｜u∈V（G）｝�即 G≅G＋（S）．S
中的 n个相异整数记为 ai（ i＝1�2�…�s）和 bj （ j＝
1�2�…�t）�这里 s＋ t＝ n�ai＜0（ i＝1�2�…�s）�bj
≥0（ j＝1�2�…�t）．不妨设这 n个相异整数按大小
排为：

as＜ as－1＜ as－2＜ a1＜b1＜b2＜……bt
记　 ai＝ f（ ui）�ui∈V（G）（ i＝1�2�…�s）
　　bj＝ f（v j）�v j∈V（G）（ j＝1�2�…�t）
情况1　当 t≥ s时；即 s≤ n/2�由于 bj＞0�bt

＋bj∉S（ j＝2�3�…�t－1）�由整和图的定义得知�
v t 点与 v j（ j＝2�3�…�t－1）点均不邻接�因此点的
度 d（v t）≤ n－1－（ t－2）＝ s＋1≤（ n＋2）/2�这与
δ（G）≥（ n＋3）/2矛盾．

情况2　当 t＜ s时；即 t＜ n/2�由于 ai＜0�as
＋ ai∉S（ i＝1�2�…�s－1）�由整和图的定义得知�
us 点与 ui（ i＝1�2�…�s－1）点均不邻接�因此�us
点的度 d（ us）≤ n－1－（ s－1）＝ t＜ n/2�这也与δ
（G）≥（ n＋3）/2矛盾．

综合情况1～2�定理2证毕．
特殊地�对于正则图�我们有
定理3　设 G 为一个 n阶 k－正则图�若 n≥4

且 k≥ n/2�则 G不是整和图
证：由引理3～4知�C4和 Kn（ n≥4）均不是整

和图�因此�可设 n≥4且 k≤ n－2．
（反证）假设 G 是整和图�f 为图 G 的一个整和

标号函数．记 S＝｛f（ u）｜u∈V（G）｝．由于 G 为 k－
正则图（k≤ n－2）�故0∉S（否则�标号为0的这个
点与其余 n－1个点均邻接�矛盾）．将 S 中所有的
n个非零整数排列为：

as＜ as－1＜ as－2＜……＜ a1＜ b1＜ b2＜……＜
bt
这里　 ai＝ f（ ui）＜0　（ i＝1�2�… s）�bj ＝ f

（v j）＞0　（ j＝1�2�… t）
记 A＝｛ui｜i＝1�2�…�s｝�B＝｛v j｜j＝1�2�…�
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t｝．不失一般性�可设｜as｜≥bt（否则�将 S 中所有的
n个整数均乘以－1�即－ f 也是图 G 的一个整和标
号函数）．显然�as＋ ai∉ S�故 us 点与 ui （ i＝1�2�
…�s－1）点均不邻接�us 点的邻域 N（ us ）⊆ B�因
此�k≤ t．记 N（ us）＝｛v j1�v j2�……�v jk）⊆B�又因为
as＋ f （ bji ）≤0�从而 as ＋ f （ bji ）⊆｛a1�a2�……�
as－1｝（ i＝1�2�…�k）�即 k≤ s－1�结合 k≤ t 得知：
2k≤ s－1＋ t＝ n－1�这与 k≥ n/2矛盾．定理3证
毕．

最后�我们提出一个问题：如何确定（估界）一
个 n阶整和图的最多边数？
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Sum Graphs Over the Integral Set
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Abstract：This paper mainly proves the following results：1） let G be a graph of order n�ifδ（G）≥（n＋3）/2�then G is
not integral sum graph．2） all2-regular graphs with the exception of C4are integral sum graphs�which generalize a result
of ［1�2］．
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