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一类算子方程组公共解存在定理

盛梅波

（华东交通大学 基础科学学院�江西 南昌330013）

摘要：利用混合单调算子对的公共不动点的存在性进一步讨论一类混合单调算子方程组的公共解�并得出迭代误差估计．
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1　引　言

在动态规划研究中提出了如下形式的泛函方

程组

f（x）＝sup
y∈D
［φ（x�y）＋G（x�y�g（x））］

g（x）＝sup
y∈D
［φ（x�y）＋F（x�y�f（x））］ x∈S （1）

其中 S 是一状态空间�D是决策空间�G、F：S
×D×R→R�φ：S×D→R 是给定的映象�R＝（－
∞�＋∞）�文［1］对与（1）相关的一类泛函方程解的
存在性已作了一些研究�我们将利用混合单调算子
对（文［2］）的性质�采用非对称迭代逼近序列的收
敛方法研究此类算子方程组的公共解�并得出误差
估计．

定义1　称方程组（1）是混合拟可单调的�若有
映象 G1、F1：S×D×R×R→R

使得（Ⅰ）　G1（ x�y�t�t）＝G（ x�y�t）�F1（ x�
y�t�t）＝F（x�y�t）；
　　（Ⅱ）　G1（x�y�t�s）�F1（x�y�t�s）关于 t

非减�关于 s非增．
定义2　函数称为方程组（1）的公共解�如果

f∗（x）＝supy∈D
［φ（x�y）＋G（x�y�f∗（x））］

f∗（x）＝supy∈D
［φ（x�y）＋F（x�y�f∗（x））］ x∈S （2）

设 B（S）表示定义在 S 上的所有有界实函数的
全体所构成的集合�在通常意义的函数加法、数乘
运算�且定义范数�‖ f（x）‖＝sup

x∈S
｜f（x）｜�f（ x）∈B

（S）�则 B（S）是一个 Banach空间．
令 P＝｛f（x）∈B（S）｜f（x）≥0�x∈S｝�P是 B

（S）中所有非负函数集合�根据文［3］的234～240页
相关内容知 P是 B（S）中正规锥�由锥 P 可诱导 B
（S）的一个偏序“≤”如下：

f1（x）≤ f2（x）⇔ f2（x）－ f1（x）≤P．
引理1［1］　设 A、B：［ x0�y0］×［ x0�y0］→ E 的

两个混合单调算子�若 A 在 ［ x0�y0］×［ x0�y0］上是
连续算子�且存在常数α�β∈（0�1）�α＋β＜1�满足
下列条件：
（Ⅰ） x0＋α（ y0－ x0）≤B（ x0�y0）≤A（ y0�x0）

≤y0；
（Ⅱ）θ≤A（ y�x）－B（ x�y）≤β（ y－ x）�当 x0

≤x＜y≤y0时；
（Ⅲ） B（y�x）≤A（y�x）�当 x0≤x＜y≤y0时．
则混合单调算子对 A（ x�y）＝ x�B（ y�x）＝ y

在［ x0�y0］上有唯一的公共不动点 z0．且有误差估
计式．

2　主要结果

定理1　设方程组（1）是混合拟可单调的�并满
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足下列条件

（Ⅰ） φ（x�y）�F1（ x�y�0�0）�Gi （ x�y�0�0）均
在 S×D上是有界的；

其中 F1（ x�y�0�0）�Gi （ x�y�0�0）是定义1中
出现的映象．
（Ⅱ） ∀（x�y）∈S×D和∀ t�t�s�s∈R
F1（x�y�t�s）－F1（ x�y�t�s）≤max｛t－ t�s－

s｝�
G1（x�y�t�s）－G1（x�y�0�0）≤max｛t�s｝�
（Ⅲ） ∀（x�y）∈S×D和∀ t＜ s∈R�总存在β

∈（0�1）使得
F1（x�y�s�t）－G1（x�y�t�s）≤β（ s－ t）；
（Ⅳ） ∀（x�y）∈S×D和∀ t＜ s∈R�总有
G1（x�y�s�t）≤F1（x�y�s�t）
（Ⅴ）存在 f0�g0∈B（S）且 f0＜ g0�使得

∀x∈S�y∈D�有
f0（x）＋α（ g0（x）－ f0（x））
≤φ（x�y）＋G1（x�y�f0（x）�g0（x））
且φ（x�y）＋F1（x�y�g0（x）�f0（x））≤ g0（x）

则当α＋β＜1时�算子方程组（1）有唯一解 f∗ （ x）
∈B（S）∩［ f0�g0］�且有误差估计式：

‖ f∗（x）－ fn（x）‖≤（α＋β） n‖ g0（x）－
f0（x）‖或‖ f∗（ x）－ gn（ x）‖≤（α＋β） n‖ g0（ x）
－ f0（x）‖
其中　 fn＋1（x）＝supy∈D

［φ（x�y）＋G1（x�y�fn（x）�
gn（x））］－α（ gn（x）－ fn（x））

gn＋1（x）＝supy∈D
［φ（x�y）＋F1（x�y�gn（x）�

fn（x））］�n＝0�1�2�…
证明：定义两个二元算子 A、B如下：

A（f（x）�g（x））＝sup
y∈D
［φ（x�y）＋F1（x�y�f（x）�g（x））］

B（f（x）�g（x））＝sup
y∈D
［φ（x�y）＋G1（x�y�f（x）�g（x））］

x∈S （3）
①A、B 是 B（S）×B（S）→B（S）的混合单调算

子．
由条件（Ⅱ）可知∀t�s∈R�有
F1（x�y�t�s）≤F1（x�y�0�0）＋ψ1（max｛t�s｝）

≤F1（x�y�0�0）＋max｛t�s｝
G1（x�y�t�s）≤G1（x�y�0�0）＋ψ2（max｛t�s｝）

≤G1（x�y�0�0）＋max｛t�s｝
从而有∀f�g∈B（S）�

F1（x�y�0�0）≤（max｛－f（x）�－g（x）｝

≤F1（x�y�f（x）�g（x））
≤F1（x�y�0�0）＋max｛f（x）�g（x）｝

G1（x�y�0�0）≤（max｛f（x）�g（x）｝
≤G1（x�y�f（x）�g（x））
≤G1（x�y�0�0）＋max｛f（x）�g（x）｝

即 A、B是 B（S）×B（S）→B（S）的算子．再者方程组
（1）是混合拟可单调以及定义1又得：

A、B是 B（S）×B（S）→B（S）的混合单调算子
对．

②下面验证 A、B 是［ f0�g0］×［ f0�g0］→B（S）的
上满足引理条件的算子对．
1°由条件（Ⅴ）知∀x∈S�有
f0（x）＋α（g0（x）－f0（x））
≤φ（x�y）＋G1（x�y�f0（x）�g0（x））
＝B（f0（x）�g0（x））
A（f0（x）�g0（x））＝supy∈D

φ（x�y）＋F1（x�y�g0（x）�
f（ x））≤g0（x）
由条件（Ⅳ）知∀y∈D�有

G1（x�y�f0（x）�g0（x））≤F1（x�y�g0（x）�f0（x））
从而　B（f0（x）�g0（x））≤A（g0（x）�f0（x））．
2°　对∀f0≤f＜g≤g0由条件（Ⅲ）知
θ≤A（g（x）�f（x））－B（f（x）�g（x））
＝sup

y∈D
［φ（x�y）＋F1（x�y�g（x）�f（x））］

　－sup
y∈D
［φ（x�y）＋G1（x�y�f（x）�g（x））］

≤sup
y∈D
［F1（x�y�g（x））�f（x））

　－G1（x�y�f（x）�g（x））］
≤sup

y∈D
［β（g（x）－f1（x））｝＝β（g（x）－f（x））

且∀f0≤f�f�g�g≤g0有
A（f（x）�g（x））－A（f（x）�g（x））
＝sup

y∈D
［φ（x�y）＋F1（x�y�g（x）�f（x）�g（x））］

　－sup
y∈D
［φ（x�y）＋F1（x�y�f（x）�g（x））］

≤sup
y∈D
［F1（x�y�g（x））�f（x）�g（x））

　－F1（x�y�f（x）�g（x））］
≤sup

y∈D
［max ［ f（x）－g（ x）�f（x）－g（x））｝

即 A在［ x0�y0］×［ x0�y0］上连接．
3°　最后∀f0≤f＜g≤g0由条件（Ⅳ）有

B（f（x）�g（x））≤A（g（x）�f（x））．
由引理1得算子对 A、B有唯一的公共不动点

f∗∈［ f0�g0］�使得
A（f∗（x）�f∗（x））＝f∗（x）�B（f∗（x）�f∗（x））
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＝f∗（x）
即

f∗（x）＝supy∈D
［φ（x�y）＋G（x�y�f∗（x）�f∗（x））］

f∗（x）＝supy∈D
［φ（x�y）＋F（x�y�f∗（x）�f∗（x））］�

从而定理成立．
类似定理1的证明利用文［2］定理2可得

定理2　设方程组（1）是混合拟可单调的�并满足
下列条件

（Ⅰ）φ（x�y）�F1（x�y�0�0）�G1（x�y�0�0）均在
S×D上是有界的；
其中 F1（x�y�0�0）�G1（x�y�0�0）是定义1中出现

的映象．
（Ⅱ） ∀（x�y）∈S×D和∀t�t�s�s∈R
F1（x�y�t�s）－F1（x�y�t�s）≤max｛t－t�s－s｝�
G1（x�y�t�s）－G1（x�y�0�0）≤max｛t�s｝；
（Ⅲ） ∀（x�y）∈S×D和∀t≤s≤R�总存在

β∈（0�1）使得
0≤F1（x�y�s�t）－G1（x�y�t�s）≤β（s－t）；
（Ⅳ）存在 f0�g0∈B（S）且 f0＜g0�使得∀x∈S�

y∈D�有
f（ x）＋α（g0（x）－f0（x））
≤φ（x�y）＋G1（x�y�f0（x）�g0（x））
且φ（x�y）＋F1（x�y�g0（x）�f0（x））≤g0（x）
则当α＋β＜1时�算子方程组（1）有唯一解 f∗（x）

∈B（S）∩? f0�g0」�且有误差估计式：
‖f∗－ fn（x）‖≤（α＋β）n‖g0（x）－ f0（x）‖或

‖f∗（x）－gn（x）‖≤（α＋β）n‖g0（x）－f0（x）‖
其中

fn＋1（x）＝supy∈D
［φ（x�y）］＋G1（x�y�fn（x）�

gn（x））］－α（gn（x）－fn（x））
gn＋1（x）＝supy∈D

［φ（x�y）］
＋F1（x�y�gn（x）�fn（x））］�n＝0�1�2�…

事实上�对∀f0≤f≤g≤g0由条件（Ⅲ）知
G1（x�y�f（x）�g（x））≤F1（x�y�g（x）�f（x））

θ≤A（g（x）�f（x））－B（f（x）�g（x））
＝sup

y∈D
［φ（x�y）＋F1（x�y�g（x）�f（x））］

－sup
y∈D
［φ（x�y）＋G1（x�y�f（x）�g（x））］

≤sup
y∈D
［F1（x�y�g（x）�f（x））

－G1（x�y�f（x）�g（x））］
≤sup

y∈D
｛β（g（x）－f（x））｝＝β（g（x）－f（x））
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Common Solution of Some Systems of Operator Equtions
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Abstract：By using property of comple mixed monotone operators�common solution of some Systems of operator equations is ob-
tained．
Key words：systems of mixed quas-i montoned operator equtions；mixed montone operator；common solution
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