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随机环境干扰下非线性时间序列的非常返性分析

朱恩文�俞　政
（中南大学 数学科学与计算技术学院�湖南 长沙410075）

摘要：非线性时间序列的一个典型模型为：Xn＋1＝T（Xn）＋en＋1．本文在此基础上引入随机干扰�建立 RENLAR时序模型：Xn＋1
＝T（Xn）＋en＋1（Zn＋1）．利用一般状态空间的Markov 链理论�建立该模型为非常返的充分条件．
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1　引　言

众所周知�NLAR的时序模型：
Xn＋1＝T（Xn）＋en＋1 （1．1）

其中 T：Rq→Rq 为Borel可测映射�｛en｝是 q 维向量的
白噪声序列�｛en｝为 i．i．d．并有严格正的密度函数 f
（t）＞0�∀t∈Rq．满足：

Een＝0
en 与｛Xs�s＜n｝相互独立．

是一类应用广泛的时序模型�许多作者已深入地探讨
了此类模型的多种性质（参阅［2］）．

然而�包括模型（1．1）在内的这类干扰为单一白噪
声序列的模型有其明显的局限性：系统的干扰没有受
到环境的影响�但一般而言�对系统的干扰是要受到环
境影响的�当环境有明显变化时�干扰就会从一个白噪
声变为另一个白噪声．鉴于这种考虑�本文所讨论的
RENLAR时序模型更好地拟合了动力系统受随机环境
干扰的现象．关于 RENLAR时序模型已经有学者做了
相关的探讨和分析（参阅［1］）．本文在此基础上借助一
般状态空间上的Markov 链理论对 RENLAR时序模型
进行了非常返性分析�建立了该模型为非常返的充分
条件．

2　RENLAR模型和若干结果
我们首先给出RENLAR时序模型的定义：
设（Ω�F�P∗）是一个概率空间�Rq 表示 q 维实空

间�βq 记 Rq 中的由Borel集组成的σ代数�μq 为（Rq�
βq）上的Lebesgue测度�E＝｛1�2…�m｝为一有限集合�
F表示 E中的所有子集组成的σ－代数．令｛Zn�n≥
1｝是一个定义在（Ω�F�P∗）上以（E�F）为状态空间的
不可约�非周期时齐Markov 链�其转移概率为 pij＝p∗

（Zn＋1＝ j/Zn＝ i）�∀ i�j∈E．｛en（1）｝�…�｛en（m）｝是
m个定义在（Ω�F�P∗）上�以（Rq�βq）为状态空间的
i．i．d随机向量序列�它们相互独立�且∀ i∈E�｛Zn｝
与｛en（ i）｝相互独立．令 en（zn）＝∑mi＝1｛en（ i）｝I｛i｝（Zn）
其中 Ii（Zn）为单点集｛i｝的示性函数．

考虑由下面方程所确定的序列｛（Xn�Zn）｝：
Xn＋1＝T（Xn）＋en＋1（Zn＋1）
X0∈Rq （2．1）

其中 T：Rq→Rq 为Borel可测映射�且在有界集上为模
有界�我们假定：

Zn＋1及 en＋1（ i）　（∀ i∈E）均与｛Xs�s≤n｝相互独立
Een（ i）＝0�E｜en（ i）｜＜＋∞�（∀ i∈E）
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引理2．1［1］　设｛Xn｝是由（2．1）式所确定的非线
性时间序列�则｛（Xn�Zn）｝是一个以（Rq×E�βq×F）
为状态空间的齐次Markov 链．

证明　∀∧∈βq�j∈E�以及 x�xk（0≤k＜ n）∈
Rq�i�ik（0≤k＜n）∈E

p∗（Xn＋1∈∧�Zn＋1＝ j/Xn＝x�Zn＝ i�Xk

＝xk�Zk＝ ik�0≤k＜n）
＝p∗（T（Xn）＋en＋1（Zn＋1）∈Λ�Zn＋1＝ j/Xn

＝x�Zn＝ i�Xk＝xk�Zk＝ ik�0≤k＜n）
＝p∗（T（x）＋en＋1（ j）∈Λ�Zn＋1＝ j/Zn＝ i）
＝pijp∗（T（x）＋en＋1（ j）∈Λ）
p∗（Xn＋1∈Λ�Zn＋1＝ j/Xn＝x�Zn＝ i）
＝p∗（T（x）＋en＋1（ j）∈Λ�Zn＋1＝ j/Zn＝ i）
＝pijp∗（T（x）＋en＋1（ j）∈Λ

所以�｛（Xn�Zn）｝是一个Markov 链�再由 en（ j）是平稳
的可知｛（Xn�Zn｝是时齐的�故引理得证．由｛Zn｝是不
可约可知�对任意一个定义在（E�F）上找的测度λ�
｛Zn｝是λ—不可约的．同样可以在可测空间（Rq�βq）
上找到一个 Lebesgue 测度μq�使得在乘积可测空间
（Rq×E�βq×F）上诱导出一个乘积测度μq×λ．

∀（x�i）∈Rq×E�Λ×｛j｝∈βq×F�令
p（（x�i）�Λ×｛j｝）＝pijp∗（T（x）＋en＋1（ j）∈Λ

（2．2）
则 P为（Rq×E�βq×F）上一步转移概率．

若∀ i∈E�｛en（ i）｝有密度函数 f i （ t）�t∈Rq 则

由（2．2）得
P（（x�i）�Λ×｛j｝）＝Pijʃ∧ f j（y－T（x））μq（dy）

对于∀n≥2�p（n） （（x�i）�Λ×｛j｝）＝ ∑
k1∈E

… ∑
kn－1∈E

pik1

…pkn－1jʃRq fk1（y1－T（x））μq（dy1）ʃRq …

ʃRq fkn－1（yn－1－T（yn－2））μq （dyn－1）ʃ∧ʃj （yn－
T（yn－1））μq（dyn） （2．3）
为（x�i）到Λ×｛j｝的 n步转移概率．

引理2．2［1］　设∀ i∈E�｛en （ i）｝有正的密度函
数 f i�即∀ t∈Rq�f i（ t）＞0

则｛（Xn�Zn）｝是μq×λ—不可约和非周期的．
证明　任取 Λ×｛j｝∈βq×F�μq×λ（Λ×｛j｝）

＞0�∀（x�i）∈Rq×E．由｛Zn｝是不可约的�知∃n＞
0�使得 p（n）

ij ＞0于是∃kl∈E�l＝1�2�…�n－1�使
pikl …pkn－ l j＞0 （2．4）

由（2．4）得

p（n）（（x�i）�Λ×｛j｝）
≥pikl …pkn－ l jʃRq fkl （yl－T（x））μq（dyl）ʃRq …

ʃRq fkn－ l （yn－1－T（yn－2））μq（dyn－1）ʃ∧ f j（yn－
T（yn－1））μq（dyn）＞0 （2．5）
故｛（Xn�Zn）｝是μq×λ—不可约的．
由于｛Zn｝是非周期的．故知∃ l＞0�使得当 n≥ l

时 p（n）
ij ＞0（∀ j∈E） ．从而由（2．3）可知�当∀n≥ l�j

∈E�p（n）（（x�i）�Λ×｛j｝）＞0�对任意（x�j）
∈Λ×｛j｝μq×λ（Λ×｛j｝）＞0成立�于是由 ［2］中引
理4．1．6可知｛（Xn�Zn）｝是非周期的．

3　RENLAR模型非常返性的充分条件
首先给出一般状态空间Markov 链非常返的充分

条件�以此作为我们分析RENLAR时序模型非常返的
理论依据．

定理3．1　设｛Xn｝为状态空间（χ�F）上的�φ－
不可约 Markov 链．设 A∈F＋�Ac∈F＋�若存在非负
可测函数

g（x）满足：
ʃχP（x�dy）g（y）≤g（x）�　x∈Ac

g（x）＜inf
y∈A

g（y）�　x∈Ac

则｛Xn｝是非常返的．
注：关于该定理的证明见［2］中第一章．
定理3．2　若存在 N＞0�a＞1�集合 A 以及

（Rq×E�βq×F）上的可测函数 V（X）�V（X）＝∧
V（x�i）（x∈Rq�i∈E）�若满足：
（ⅰ）∀x�y∈Rq�∀ i�j∈E　｜V（x�i）－V（y�j）｜

≤N·‖x－y‖
且 C＝∧max｛ʃRq a‖ t‖·f j（ t）·μq（dt）：j∈E｝＜＋∞
（ⅱ）A∈β＋q �Ac∈β＋q 且∀ i∈E�V（T（x）�i）

≥V（x�i）＋N·logaCx∈Ac

V（x�i）＞sup
y∈A

V（y�i）　x∈Ac

则由RENLAR时序模型所确定的序列
｛（Xn�Zn）｝是非常返的．

证明　取 V1（x�i）＝ a－V（x�i）／N�则 V1（x�i）是非
负可测的．

设 X＝∧ （ x�i）∈ Rq× E 为转移初始状态�由
RENLAR模型的一步转移概率的等价形式（2．2）式以
及积分变换定理可知
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ʃRq×EP（X�dY）V1（Y）
＝ʃRq∑m

j＝1PijP（T（x）＋en（ j）∈dy）V1（y�j）
≤ a－V（T（x）�i）/NʃRq∑m

j＝1Pij·a｜V（T（x）�i）－V（T（x）＋ i�j）｜/N·f j

（ t）·μq（dt）
≤a－V（T（x）�i）/NʃRq∑m

j＝1Pij·a‖ t‖·f j（ t）·μq（dt）
＝a－V（T（x）�i）/N∑m

j＝1Pij·ʃRq a‖ t‖·f j（ t）·μq（dt）
≤a－V（T（x）�i）/NC·∑m

j＝1Pij＝C·a－V（T（x）�i）/N

由条件（ⅱ）即得
ʃRq×EP（X�dY）V1（Y）≤C·a－V（T（x）�i）/N

≤C·a－V（x�i）－NlogaC/N＝a－V（x�i）/N＝V1（x�i）
V1（x�i）＝a－V（x�i）/N＜a－su py∈A

V（y�i）/N

＝a－［in fy∈A
（－V（y�i）/N）］

＝ain fy∈A
［－V（y�i）/N］

＝inf
y∈A

a－V（y�i）/N

＝inf
y∈A

V1（y�i）　x∈Ac

推论3．2　若存在常数 k＞0�a＞1�使 C＝max
｛fRq a‖ t‖·f j（ t）·μq（dt）：j∈E｝＜＋∞�并且当‖X‖
＞K时�‖T（x）‖≥‖x‖＋logaC 则由 RENLAR时
序模型所决定的序列｛（Xn�Zn）｝是非常返的．

证明　在定理3．2中�取 V（X）＝∧ V（X�i）＝

‖x‖�A＝｛x∈Rq：‖x‖≤K｝即得．
实例：RENLAR时序模型 Xn＋1＝T（xn）

＋ en＋1（Zn＋1）其中 T（x）＝ T1（x）　当 x∈D
Ax　其它

�
D⊂Rq 为一个有界区域�T1（ x）有界可测�A 为 q×
q的常数矩阵．若 ATA 的最小特征值λmin（ATA）＞1�
存在常数 a＞1�使 C＝max｛ʃRq a‖ t‖·f j（ t）·μq（ dt）：
j∈E｝＜＋∞时�由 RENLAR 所决定的序列｛（Xn�
Zn｝为非常返．
证明　由于 D为有界区域�故当‖ x‖充分大

时�‖ T （ x）‖＝‖ Ax‖≥ λmax（ATA）‖ x‖�而
λmin（ATA）＞1�故存在充分大的正数 K�当存在常数
a＞1�使 C＝max｛ʃRq a‖ t‖·f j （ t）·μq （ dt）：j∈ E｝＜
＋∞时‖T（ x）‖≥‖ x‖＋log aC�这时由推论3．2
知序列｛（Xn�Zn）｝为非常返．
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Analysis on Non-recurrent Property of Nonlinear Time Series
Under the Interference of Random Environment
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Abstract：This paper tries to establish a RENLAR model Xn＋1＝T（Xn）＋ en＋1（Zn＋1） by introducing a random inter-
ference into the typical model of nonlinear time series model Xn＋1＝T（Xn）＋ en＋1．Utilizing general state space Markov
chain theorem�we find the sufficient condition of RENLAR model as non-recurrent．
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