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2r阶循环群的最小图

周尚超

（华东交通大学�江西 南昌330013）

摘要：构造出自同构群是2r 阶循环群且具有2r＋6个顶点的边数最少的图并证明这样的图只有一个．
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　　文［1］中提出：确定自同构群是 n阶循环群的顶
点或边数最少的所有连通图仍然是一个未解决的

问题．本文构造出自同构群是2r（ r≥2）阶循环群且
具有2r＋6个顶点的边数最少的图并证明这样的图
只有一个．根据［2］第14章习题14．7可知2r＋6是
群为2r 阶循环群的图的最小顶点数．

引理1　设图 G 的自同构群 Aut G＝＜ f＞是2r
阶循环群�G的顶点数｜V（G）｜＝2r＋6�则 f 是三个不
交的轮换之积�这三个轮换的长度分别是2r�4�2．

根据引理1�在下文中若 Aut G＝＜ f＞是2r 阶
群（ r≥2）�｜V（G）｜＝2r＋6�则假设

f＝（1�2�…�2r）（ a1�a2�a3�a4）（x�y）．设 V1＝
｛1�2�…�2r｝�V2＝｛a1�a2�a3�a4｝�V3＝｛x�y｝�V1
和 V2中的点分别按模2r 和模4运算．用 E（G）表示
G的边集．
定理1　设 V（Gi）＝V i（ i＝1�2�3）�设 G1＝［1�

2�…�2r�1］是2r 边形�｜E（Gi）｜＝0（ i＝2�3）�设 M
（2r）是图 G1�G2�G3按下列方式邻接而得的图（图
1）：

1） Gi（ i＝1�2）的奇数顶点与 x 邻接�Gi（ i＝1�
2）的偶数顶点与 y 邻接�

2） 设 j∈V1．若 j＝1（mod4）�则 j 与 a1�a2邻
接；若 j＝2（mod4）�则 j 与 a2�a3邻接；若 j＝3（mod
4）�则 j 与 a3�a4邻接；若 j＝0（mod4）�则 j 与 a4�

a1邻接；
则 Aut M（2r）＝ ＜ f＞�这里
f＝（1�2�…�2r）（ a1�a2�a3�a4）（x�y）
证明　用 M来记 M（2r）．f∈Aut M是显然的．

Gi的顶点的度都是 di：d1＝5�d2＝2r－1＋1�d3＝2r
－1＋2．若2r≠8�则 d1�d2�d3互不相同�因此若 g
∈Aut M�则 g（V i）＝V i（ i＝1�2�3）�这里 g（V i）表
示集合｛g（ u）｜u∈V i｝．设2r＝8�则 d1＝ d2＝5�d3
＝6．图 M（8）中与1和 a1邻接的顶点集（连同1和
a1）的两个导出子图分别有8条边和9条边�这两个
子图是不同构的�这说明 M（8）的自同构不会把 V1
的顶点映为 V2的顶点�因此对 M（8）来说�也有 g
（V i）＝V i．下面证明：若 g（1）＝1�则 g＝1（群的单
位元）．设 g（1）＝1�根据图1以及 g（V i）＝V i�g（x）
＝x�因此 g（y）＝y．又由 g（1）＝1�得 g｛a1�a2｝＝
｛a1�a2｝�因为 g（x）＝x�所以 g（ a1）＝ a1�g（ a2）＝
a2�g（ a3）＝ a3�g（ a4）＝ a4．g（1）＝1�得 g（2）＝2
或 g（2）＝2r�因为 g（ a2）＝ a2�所以 g（2）＝2．G1是
一个2r 边形�g（1）＝1�g（2）＝2�所以 g（ i）＝ i（ i＝
1�2�…�2r）�因此 g＝1．设 g（1）＝1＋ i�则 f－ ig（1）
＝1�f－ ig＝1�g＝ f i∈＜ f＞�Aut M＝＜ f＞．

引理2　设 Aut G＝＜ f＞是2r 阶循环群�
｜V（G）｜＝2r＋6�则当 r＝2时�｜E（G）｜≥18�当 r≥
3时�｜E（G）｜≥2r＋2＋4．
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证明　设 Ei 是 G 的两个顶点都在 V i 边集�Eij
是一个顶点在 V i�另一个在 V j 的边集．若 ［ j�ai ］∈
E12�则 ft ［ j�ai ］＝［ ft（ j）�ft（ ai） ］∈E12（ l＝1�2…）�
因此｜E12｜＝2rm（m＝0�1�2�3�4）．同理
｜E13｜＝2rn（ n＝0�1�2）�｜E23｜＝4t（ t＝0�1�2）．

设 h1＝（1）（2�2r）（3�2r－1）…（2r－1�2r－1＋2）（2r－1
＋1）．若 m＝0（或4）�即 V1中顶点与 V2中顶点不
邻接（或都邻接）�则 h1∈Aut G�矛盾．若 m＝1设 i
＋4t 与 ai 邻接（ i＝1�2�3�4�t＝1�2�…）�设 h2＝
（ a1）（ a2�a4）（ a3）�则 h1h2∈Aut G�矛盾．若 m＝3�
则在 G的补图中m＝1�可推出矛盾�因此 m＝2�｜
E12｜＝2r＋1�这时�若1与 ai 邻接�则 V2中与1邻接
的另一个点只可能是 ai＋1或 ai－1�若不然�设1
与 a1�a3邻接�则（ a1�a3）∈Aut G�矛盾�因此设1
与 a1�a2邻接．设 h3＝（ a1�a2）（ a3�a4）�h4＝（ x�
y）�若 n＝0（或2）�则因为1与 a1�a2邻接�所以 h1
h3 h4∈Aut G�矛盾�因此｜E13｜＝2r．若 t＝0（或2）�
则 h1 h3∈Aut G�矛盾�因此｜E23｜＝4．设｜E1｜＝0�r
≥3�则（1�5）∈Aut G�矛盾�若 ［ i�j］∈ E1�则 ft ［ i�
j］∈E1（ t＝1�2�…）�｜E1｜≥2r－1�若｜E1｜＝2r－1�
则 E1＝｛［ i�2r－1＋ i ］ i＝1�2�…�2r－1｝�（1�2r－1
＋1）∈Aut G�矛盾�因此｜E1｜≥2r�｜E（G）｜≥｜E1｜
＋｜E12｜＋｜E13｜＋｜E23｜≥2r＋2＋4．设 r＝2�1与
a1�a2邻接�a1与 x 邻接�则1与 x 邻接或1与 y
邻接�若1与 x 邻接�｜E1｜＋｜E2｜＝0�则（1�a1）（2�
a4）（3�a3）（4�a2）∈Aut G�矛盾�若1与 y 邻接�｜
E1｜＋｜E2｜＝0�则（1�a2）（2�a1）（3�a4）（4�a3）∈Aut
G�矛盾�因此｜E1｜＋｜E2｜≥2�｜E（G）｜≥18．
定理2　设 Aut G是2r 阶循环群�｜V（G）｜＝2r

＋6�则当 r≥3时�G 的最小边数是2r＋2＋4�当 r＝
2时�G的最小边数是18．

定理3　自同构群是2r 阶循环群且具有2r＋6
个顶点的边数最少的图只有一个．

证明　设 Aut G＝＜ f＞�｜V（G）｜＝2r＋6�当 r
≥3时�我们证明 G与M（2r）同构．根据引理2的证

明�｜E1｜＝2r．设 ［1�1＋ i ］∈E1�则 f i ［1�1＋ i ］＝［1
＋ i�1＋2i ］∈E1�f i ［1＋ i�1＋2i ］＝ ［1＋2i�1＋3i ］
∈E1�这样可得一个 k 边形［1�1＋ i�1＋2i�…�1＋
ki－ i�1］�且 E1是2r／k 个不交的 k 边形的并�这里
2r／k 是2r 与 i 的最大公因数．设 f1＝（1�1＋ i�1＋
2i�…�1＋ki－ i）．若 k≠2r�则 k＝2s�1≤ s≤ r．若 s
＝1�则 k＝2�｜E1｜＝2r－1�矛盾�因此 k≥4�i＝0
（mod2）�f21具有性质：f21（ j）＝ j（mod4）对任意 j∈
V1�f12∈Aut G�矛盾�因此 k＝2r�G1＝［1�1＋ i�1
＋2i�…�1＋ki－ i�1］是2r 边形�i 与2r 互素�若将
V1中顶点作如下改变：

1�1＋ i�1＋2i� …�1＋ki－ i
↓ ↓ ↓ ↓
1� 2� 3�…� 2r

则 G1＝［1�2�3�…�2r�1］�Aut G＝＜ f i＞＝＜ f
＞．根据引理2的证明�可设 V2中与1邻接的顶点是
a1�a2�V3中与 a1邻接的顶点是 x�这样 V3中顶点与
1邻接的情形只有两种：若1与 x 邻接�则 G 就是 M
（2r）．若1与 y 邻接�这个图用 M‘表示．设 h＝（1）
（2�2r）（3�2r－1）…（ a1�a2）（ a3�a4）（x�y）�则 h 是 M
（2r）到 M′的同构映射．因此 G总是与 M（2r）同构．

当 r＝2时�G 的边集如下：E1＝｛［1�3］�［2�
4］｝�｜E2｜＝0�｜E3｜＝0�E12＝｛［1�a1］�［1�a2］�［2�
a2］�［2�a3］�［3�a3］�［3�a4］�［4�a4］�［4�a1］｝�E13
＝｛［1�x ］�［3�x ］�［2�y ］�［4�y ］�E23＝｛［ a1�x ］�
［ a3�x ］�［ a2�y ］�［ a4�y ］｝．这是唯一的有18边�10
点�4阶循环群的最小图．
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The Smallest Graph with Cyclic Group of Order2r
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Abstract： Letα（ n） be the least number of points for which a graph has automorphism group isomorphic to c（ n）�the
cyclic group of order n．Letβ（n） represent the least number of lines a graph can have if it hasα（n） points and automor-
phism group isomorphic to c（n）．And that there is only one graph for c（2r） withα（2r） points andβ（2r） lines is proved．
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