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关于混合单调算子新的不动点定理及应用
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摘要：利用非对称迭代的方法研究了几类既没有连续性条件也没有紧性条件而只满足某些序条件的混合单调算子不动点的
存在性、唯一性及迭代收敛性�得出了新的不动点定理以及给出此迭代的误差估计�并在非线性方程中得到应用．
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1　引　言

迭代逼近的方法是处理非线性问题的基本工具之一�特别是对于在适当的序条件下的非线性单调算子
问题应用迭代方法得出了许多好的结果（见文［1］～［7］等）�本文利用一种非对称迭代格式进一步研究了一
类混合单调算子的不动点的存在性、唯一性�并得出此迭代的误差估计．

以下总假定 E是一个实 Banach空间�P是 E中正规锥�N为 P的正规常数�半序“≤”是由锥 P诱导的．
定义1　设 x0∈E�y0∈E�有 x0＜y0�称集合［ x0�y0］＝｛x｜x0≤x≤y0｝为 E中的序区间．
定义2　设非空集 D⊂E�算子 A：D×D→E称为混合单调算子�如果
（Ⅰ）对每个固定的 y∈D�A（x�y）在 D上关于 x 是单调递增的�
即：∀x1＜x2∈［ x0�y0］�有 A（x1�y）≤A（x2�y）�x0≤y≤y0；
（Ⅱ）对每个固定的 x∈D�A（x�y）在 D上关于 y 是单调递增的�
即：∀y1＜y2∈［ x0�y0］�有 A（x�y2）≤A（x�y1）�x0≤x≤y0；
定义3　设 A：D×D→E是 D上的算子�如果
如果存在 x∗∈D�使得 A（x∗�x∗）＝x∗�则称 x＝x∗是算子 A（x�y）在 D上的一个不动点．

2　主要结果

定理1　设 A：［ x0�y0］×［ x0�y0］→E的混合单调算子�且存在常数α�β∈（0�1）�α＋β＜1�满足下列两
个条件：

（Ⅰ） x0＋α（y0－x0）≤A（x0－y0）�A（y0�x0）≤y0；
（Ⅱ） A（y�x）－A（x�y）≤β（y－x）�当 x0≤x＜y≤y0时；
则混合单调算子 A（x�y）在［ x0�y0］上有唯一的公共不动点 x∗．

第20卷第5期
2003年10月

华 东 交 通 大 学 学 报
Journal of East China Jiaotong University

Vol．20　No．5
Oct．�2003



构造迭代格式：
xn＋1＝A（xn�yn）－α（yn－xn）
yn＋1＝A（yn�xn） �　 n＝0�1�2�…．

都收敛于 x∗�且有误差估计式
‖xn－x∗‖≤N（α＋β） n‖y0－x0‖
‖yn－x∗‖≤N（α＋β） n‖y0－x0‖．

证明1°　由数学归纳法验证 xn－1≤xn≤yn≤yn－1�n＝1�2�…� （1）
事实上�n＝1时�由条件（Ⅰ）得
x0≤A（x0�y0）－α（y0－x0）＝x1≤A（x0�y0）≤A（y0�x0）＝y1≤y0�式（1）成立．
假设 n＝k 时式（1）成立�即有
　　　　　　　　xk－1≤xk≤yk≤yk－1
从而有　 α（yk－xk）≤α（yk－1－xk－1）
又由于 A 是［ x0�y0］×［ x0�y0］上混合单调算子�则

A（xk－1�yk－1）≤A（xk�yk－1）≤A（yk�xk－1）≤A（yk�xk）≤A（yk－1�xk－1）
当 n＝k＋1时�由归纳假设得

xk ≤A（xk－1�yk－1）－α（yk－1－xk－1）≤A（xk－1�yk－1－α（yk－xk）
≤A（xk�yk）－α（yk－xk）＝xk＋1
≤A（xk�yk）≤A（yk�xk）＝yk＋1≤A（yk－1�xk－1）＝yk 式（1）成立．

2°　下面证明｛xn｝与｛xy｝是 E中的 Cauchy 序列．
由1°和条件（Ⅱ）以及 A 的混合单调性得

θ≤yn－xn＝A（yn－1�xn－1）－A（xn－1�yn－1）＋α（yn－1－xn－1）
≤β（yn－1－xn－1）＋α（yn－1－xn－1）
＝（α＋β）（yn－1－xn－1）

继续可得　　 θ≤yn－xn≤（α＋β）（yn－1－xn－1）≤（α＋β）2（yn－2－xn－2）
≤…≤（α＋β） n（y0－x0） （2）

根据 P的正规性得　‖yn－xn‖≤N（α＋β） n‖y0－x0‖ （3）
又 　 θ≤xn＋m－xn≤yn＋m－xn≤yn－xn≤（α＋β） n（y0－x0）

θ≤yn－－yn＋m≤yn－xn＋m≤yn－xn≤（α＋β） n（y0－x0）
故　 ‖xn＋m－xn‖≤N（α＋β）m‖y0－x0‖

‖yn－yn＋m‖≤N（α＋β）m‖y0－x0‖
因此｛xn｝与｛yn｝是 E中的 Cauchy 序列．
3°设 lim

n→∞xn＝x�lim
n→∞yn＝y�则 x＝y＝x∗�就是 A（x�y）的不动点．

由（1）式得　 xn≤x≤y≤yn�θ≤y－x≤yn－xn
又由（2）式得　 θ≤y－x≤yn－xn≤（α＋β） n（y0－x0）

根据 P的正规性得　 ‖y－x‖≤N（α＋β） n‖y0－x0‖
即　 x0≤y＝x＝x∗≤y0
进一步有　 xn≤A（xn－1�yn－1）≤A（x∗�x∗）≤A（yn－1�xn－1）＝yn
因此　 θ≤A（x∗�y∗）－xn≤yn－xn≤（α＋β） n（y0－x0）
根据 P的正规性得　‖A（x∗�x∗）－xn‖≤N（α＋β） n‖y0－x0‖
故　 ‖A（x∗�x∗）－xn‖≤‖A（x∗�x∗）－xn‖＋‖xn－x∗‖

≤2（α＋β） n（y0－x0）→0�n→∞
即　 A（x∗�x∗）＝x∗
4°　x∗是唯一的．设 z′≠x∗也是 A（x�y）在［ x0�y0］上的不动点�则

x1＝A（x0�y0）－α（y0－x0）≤A（x0�y0）≤A（z′�z′）＝z′≤A（y0�x0）＝y1
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由数学归纳法得 xn≤z′≤yn�则θ≤z′－xn≤yn－xn≤（α＋β） n（y0－x0）�
根据 P的正规性得‖z′－xn‖≤N（α＋β） n‖y0－x0‖
从而 ‖z′－x∗‖≤‖z′－xn‖＋‖xn－x∗‖≤2（α＋β） n（y0－x0）→0�n→∞
即 z′＝x∗．
最后�在（3）式中令 n→∞便可得到误差估计式．　　　证毕
定理2　设 A：若存在常数满足下列两个条件：
（Ⅰ）x0≤A（x0�y0）�A（y0�x0）≤y0；
（Ⅱ）θ≤A（y�x）－A（x�y）≤β（y－x）�当 x0≤x≤y≤y0时．
则混合单调算子 A（x�y）在［ x0�y0］上有唯一的不动点 x∗．
构造迭代格式：　

xn＋1＝A（xn�yn）
yn＋1＝A（yn�xn）�　 n＝0�1�2�…．

都收敛于 x∗�且有误差估计式：
‖xn－x∗‖≤Nβn‖y0－x0‖
‖yn－x∗‖≤Nβn‖y0－x0‖．

证：类似于定理1的证明可得．证毕
定理3　设非线性算子 A（x�y）＝∫Dk（ t�s） f（x（ s）�y（ s）） ds＋ g（ t）�其中有界集 D⊂RN�对 D上的有

界连续函数 x（ t）�y（ t）�满足下列条件满足：
（Ⅰ）k（ t�s）：D×D→R：非负有界可测的�g（t）时 D上的连续函数；
（Ⅱ） f（x（ s）�y（ s））：R×R→R有界可测且关于 x（ s）增�关于 y（ s）减；
（Ⅲ）令 m＝inf

t∈D
∫Dk（ t�s） ds�M＝supt∈D

∫Dk（ t�s） ds�存在常数α∈（0�1）以及 x0（ s）�y0（ s）�对使得 x0（ s）
≤y0（ s）�有 x0（ s）＋α（y0（ s）－x0（ s））≤mf（x0�s）�y0（ s））＋min g（ t）�Mf（y0（ s）�x0（ s））＋max g（ t）≤y0（ s）；

（Ⅳ）存在常数β∈（0�1）�使得：x0（ s）≤x（ s）≤y（ s）≤y0（ s）�有
∫Dk（ t�s） ［ f（y（ s）�x（ s））－ f（x（ s）�y（ s）） ］ ds＜β（y（ t）－x（ t））；

则当α＋β＜1时�A（x�y）在［ x0（ s）�y0（ s） ］上有唯一的不动点 x∗（ s）．
事实上：容易验证算子 A（x�y）在［ x0（ s）�y0（ s） ］上满足定理1的条件�故结论成立．
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New Fixed Point Theorems of Mixed Monotone Operator and It’s Applications
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Abstract： In this paper�nonsymmetric iteration method is used to study existence�uniqueness and iteration of monotone
operator which only satisfies some ordered condition while having no continuous condition and compact condition．A new
fixed point on comple mixed is obtained�And it is applied to nonlinear equation on D∈RN．
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