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一个新的三元二次 Erd̈os－Mordell型不等式
刘　健

（华东交通大学 体育学院�江西 南昌330013）

摘要：由一个已知的三元二次 Erd̈os－Mordell 型不等式的推论受到启发�得出了一个新的相类似的结果�给出了它的一则应用�
提出并应用计算机验证了两个未解决的猜想．
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1　主要结果

设△ABC 内部任一点 P 到顶点 A�B�C 与边
BC�CA�AB的距离分别为R1�R2�R3�r1�r2�r3�则对
任意实数 x�y�z 有

x2R1＋y2R2＋z2R3≥2（yzr1＋zxr2＋xyr3） （1）
这即是几何不等式中著名的三元二次 Erd̈os －
Mordell型不等式�参见专著［1］．

应用反演变换�由（1）式可得已知的不等式：
x2
r1＋

y2
r2＋

z2
r3≥2

yz
R1＋

zx
R2＋

xy
R3 （2）

这个不等式一个新的简单的证明见［2］．
设△ABC 相应边于边 BC�CA�AB 上的旁切圆

半径与中线分别为 ra�rb�rc 和ma�mb�mc�则有已知
的半对称不等式 rbrc≤ m2a�rcra≤ m2b�rarb≤ m2c．据
此在（2）式中作置换：x→ x／ ra�y→ y／ rb�z→
z／ rc�即可知对非负实数 x�y�z 继而对任意实数
x�y�z 成立不等式：

x2
rar1＋

y2
rbr2＋

z2
rcr3≥2

yz
maR1＋

zx
mbR2＋

xy
mcR3 （3）

　　这个推论不等式启示作者发现了下述结论：将
上式左右两端的旁切圆半径与中线对调后的不等

式也成立．确切地说我们有
定理　对△ABC内部任一点 P 与任意实数 x�

y�z 有
x2
mar1＋

y2
mbr2＋

z2
mcr3≥2

yz
raR1＋

zx
rbR2＋

xy
rcR3 （4）

等号当且仅当△ABC 为正三角形且 P 为其中心时
成立．

Erd̈os－Mordell 型不等式（4）与不等式（3）在形
式上完全一致�但不等式（4）的证明要较（3）式复杂
许多．下面先介绍几个引理．

2　几个引理

引理1［3］　设正数 p1�p2�p3与实数 q1�q2�q3满
足：4p2p3＞ q21�4p3p1＞ q22�4p1p2＞ q23及

p1q21＋ p2q22＋ p3q23＋ q1q2q3≤4p1p2p3 （5）
则对任意实数 x�y�z 有

p1x2＋p2y2＋p3z2≥q1yz＋q2zx＋q3xy （6）
等号仅当（5）式取等号且 x∶y∶z ＝ 4p2p3－ q21∶
4p3p1－ q22∶ 4p1p2－ q23时成立．
引理2　在△ABC中有

　　 （ma＋mb＋mc）2

≥94（2bc＋2ca＋2ab－ a2－ b2－ c2） （7）
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等号当且仅当△ABC为正三角形时成立．
不等式（7）实为作者在文献［4］中给出的动点类

不等式：
　　 PA＋ PB＋ PC

≥ 2bc＋2ca＋2ab－ a2－ b2－ c2 （8）
的特款．只要在上式中令 P为△ABC 的重心�即得
式（7）．

引理3　若对任意△ABC成立有关边长 a�b�c
与中线 ma�mb�mc 及面积△的不等式：

f（ a�b�c�ma�mb�mc�△） ≥0 （9）
则此不等式等价于

f（ma�mb�mc�34 a�34b�34 c�34△） ≥0 （10）
　　上述引理参见专著［1］．

引理4　设△ABC相应边上的高线与中线分别
为 ha�hb�hc�ma�mb�mc�则有

（h2a＋ h2b＋ h2c）
1
m2a

＋ 1
m2b

＋1
m2c ≤9 （11）

等号仅当△ABC为等腰三角形时成立．
从（11）式等号成立的条件可见�不等式（11）是

一个较强的结果�其证明可见专著［1］（P215－216）．
引理5［5］　在△ABC中有

（2bc＋2ca＋2ab－ a2－ b2－ c2） 1
a2＋

1
b2＋

1
c2

≥9 （12）
等号当且仅当△ABC为正三角形时成立．

引理6　设△ABC的外接圆半径为R�其余符
号同上�则

mambmc ≤12Rs2 （13）
等号当且仅当△ABC为正三角形时成立．

3　定理的证明与推论

下面�分步来完成定理的不等式（4）的证明．
先来证有关中线与旁切圆半径的二次型不等

式：

　 x2
ma
＋ y2
mb＋

z2
mc

≥2 yz
ra sin

A2＋ zx
rb sin

B2＋ xy
rc sin

C2 （17）
为此�据引理1又先证半对称的不等式严格不等式：

4
mbmc ＞

2
rasin

A2
2

（18）
由公式：　　　　　 ra＝ stg A2� （19）

可知上式等价于 mbmccos2 A2＜ s2．按引理7要证此
式只要证（2a2＋ bc）cos2 A2＜4s2．下面来证较此更
强的不等式（2a2＋ bc）cos2 A2＜4s2�由半角公式知
这式等价于

（ s－ a）（2a2＋ bc） ＜2bcs （20）
容易验证恒等式：
2bcs－（ s－ a）（2a2＋ bc）
＝ （s－a）bc＋2a［（ s－ a）2＋（s－ b）（ s－ c） ］ （21）
由此即知不等式（20）成立�从而不等式（18）获证．

现按引理1与不等式（18） 以及相应的另两式
知�要证不等式（17）只要证：

∑4sin2 A2
mar2a

＋
8sin A2sin B2sin C2

rarbrc ≤ 4
mambmc

（其中∑表示循环和�下同此）利用 rarbrc ＝ rs2与恒

等式 sin A2sin B2sin C2＝4r
R 以及（19）式等�易知上

式等价于

∑ mbmccos2 A2≤34 s2 （22）
由已知的不等式4mbmc ≤2a2＋bc可知�要证上式
只要证：

∑ （2a2＋ bc）cos2 A2≤3s2�
易知此式等价于

3abcs≥∑ a（ s－ a）（2a2＋ bc） （23）
不难验证：
　　3abc－∑ a（ s－ a）（2a2＋ bc）

＝12∑［（b2＋ c2－ a2）（b－ c）2］ （24）
因此�（23）式的证明可化为

∑（b2＋ c2－ a2）（b－ c）2≥0 （25）
为证上式不妨设 a≥b≥ c�则 ca＋ a2－ b2＞0�a2＋
b2－ c2＞0．因此欲证（27）式只要证：
（b2＋c2－a2）（b－ c）2＋（c2＋a2－b2）（c－ a）2≥0�
注意到 （c－ a）2≥（b－ c）2�可见要证上式只要证：
（b2＋c2－a2）（b－ c）2＋（c2＋a2－b2）（b－ c）2≥0�
即2c2（b－ c）2≥0�这显然成立�从而不等式（25）�
（23）�（22）�（17）式得证．

最后根据不等式（17）与已知的半对称不等式
（参见文献［2］等）：sin A2≥ r2r3

R1 以及与之相应的
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另两式就知�对正数 x�y�z 继而对任意实数 x�y�z
有

x2
ma
＋ y2
mb＋

z2
mc

≥2 yz r2r3
raR1＋zx r3r1

rbR2＋xy r1r2
rcR3

（26）
接着作置换：x→ x

r1
�y→ y

r2
�z→ z

r3
�就得定理的

不等式（4）�容易得知其等号成立的条件如定量中
所述�定理证毕．

推论

R2R3
R1ma

＋ R3R1
R2mb＋

R1R2
R3mc ≥2 （27）

4　两个猜想

三元二次 Erd̈os－Mordell 型不等式已有许多的
结果与未解决的猜想�见文献 ［2］�［3］�［7］�［8］．下
面�我们再向读者介绍两个尚待解决的猜想．

如同从不等式（2）出发提出不等式（4）一样�我
们从作者建立的不等式：
　　　 x2R2R3＋ y2R3R1＋z2R1R2

≥4（yzr2r3＋zxr3r1＋ xyr1r2） （28）
出发�经过考察提出

猜想1　符号同定理�则对△ABC内部任一点
P 与任意实数 x�y�z 有
　　　

R2R3
ma

x2＋ R3R1
mb y

2＋ R1R2
mc z

2

≥4 yz r2r3ra ＋zx r3r1rb ＋ xy r1r2rc （29）
把三元二次 Erd̈os－Mordell 不等式（1）中的 x�

y�z 分别换成 y�z�x 与 z�x�y�然后将所得两式相
加�即知文献［8］中猜想的不等式：
（R2＋R3）x2＋（R3＋R1）y2＋（R1＋R2）z2

≥2［ yz（ r2＋ r3）＋zx（ r3＋ r1）＋xy（ r1＋ r2） ］ （30）
是成立的．同不等式（4）与（29）的提出相类似�由不

等式（30）从发�我们又提出下述猜想：
猜想2　符号同定理�则对△ABC 内部任一点

与任意实数 x�y�z 有
R2＋R3
ma

x2＋R3＋R1
mb y2＋R1＋R2

mc z2

≥2 yz r2＋ r3
ra ＋zx r3＋ r1

rb ＋xy r1＋ r2
rc （31）

当 x＝y＝z 时�注意到恒等式：
r2＋ r3
ra ＋ r3＋ r1

rb ＋ r1＋ r2
rc ＝2 （32）

可知此时（33）式化为简洁的有关 R1�R2�R3与
ma�mb�mc 的有趣的不等式：

R2＋ R3
ma

＋ R3＋ R1
mb ＋ R1＋ R2

mc ≥4 （33）
这个特款证明起来也颇不容易�最近被褚小光用十
分复杂的方法证明了．猜想2的证明看来十分困难�
作者愿意为第一位正确给出这一猜想的证明者提

供1000元人民币的悬奖．
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A New Inequality of Quadratic Erd̈os－Mordell Form of the Three Variables
LIU Jian
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Abstract：A new inequality of quadratic Erd̈os-Mordell form of the three variables is set up�One of its applications is ob-
tained�Finally�two conjectures to be solved are put forward．
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