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梁对随机荷载响应的简化计算
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摘要：线性弹性体在随机荷载作用下．只要求出复频响应函数及脉冲响应函数．就可从激励谱密度求出响应谱密度．在一般情
况下．计算谱密度非常繁杂．但对于某些特殊情况．可以进行简化．作出响应谱密度的近似表达式．
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1　复频响应函数及脉冲响应函数

设梁为弹性线性系统

选梁的左端为原点．OX 轴沿梁的水平轴线．梁上任一点处 X 向下的铅垂位移W（x�t）可用梁的主振型
表示为

W（x�t）＝∑
r
Wr（x）ξr（ t） （1）

式中．Wr（x）为梁的第 r个主振型．ξr（ t）为其相应的主坐标．
在任一瞬时．梁的动能表达式由下式给出

T＝12ʃl0W2（x�t）m（x） dx

式中．m（x）是梁单位长度的质量．如梁为等截面均质梁．则 m为常量．
将（1）式代入上式．并考虑到主振型的正交性．得

T ＝12ʃl0［∑r Wr（x）ξr（ t） ］2m（x） dx
＝∑ʃl0［12m（x）W2

r（x） dx ］ξ·2r（ t）＝∑12mrξ
·2
r（ t） （2）

式中 Mr＝ʃl0m（x）W2
r（x） dx 是第 r个广义质量．

在忽略梁的剪切影响条件下．梁在任一瞬时的势能函数应为

U＝12ʃl0EIW″2（x�t） dx＝∑ʃl012［ EIW″2r（x） ］ξ2r（ t） dx＝∑12Krξ2r（ t） （3）
式中 Kr＝ʃl0EIW″2r（x） dx 是第 r个广义刚度．
设谐波激励

ps（ t）＝ eiωt

作用在梁上 xs 处．则该激励作的虚功应为
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δW＝ eiωtδw（xs�t）＝∑r Wr（xs） eiωtδξr （4）
于是．由（2）、（3）及（4）式．利用拉格伦日方程便能得到梁的第 r 个主坐标的振动微分方程有如下的形

式：
Mrξ″r＋Kr（1＋ iηrξr＝Wr（xs） eiωt （5）

式中　ηr 为第 r个主坐标的滞后阻尼参数．
按通常解法．式（5）的解为

ξr（ t）＝ Wr（xs） eiωt
mr（ω2r－ω2＋ iηrω2r）

＝Wr（xs）·（ω2r－ω2）－ iηrω2r
mr（ω2r－ω2）2＋η2rω4r）

eiωt＝Wr（xs）
Mr

Br（ω）eiωt （6）
式中．

ω2r＝Kr
Mr
　　　　　　　　

Br（ω）＝（ω2r－ω2）－ iη2ω2r
（ω2r－ω2）2＋η2rω4r

（7）
将ξr（ t）代入（1）式得

W（x�t）＝∑
r

Wr（x）Wr（xs）
Mr

Br（ω）eiωt

由此即得复频响应函数为

HW（ω）＝∑
r

Wr（x）Wr（xs）
Mr

Br（ω） （8）
下面再求脉冲响应函数．当梁上 xs 处作用的不是谐波激励．而是一脉冲δ（t）．则（5）式将改为

Mrξr＋Kr（1＋ηr）ξr＝Wr（xs）δ（t） （9）
其解为

ξr（ t）＝Wr（xs） hr（ t）
式中　ξr（ t）中第 r个主坐标由于作用单位脉冲δ（t）引起的脉冲响应函数．把上式代入（1）式．使得到

hxs（x�t）＝∑
r
Wr（x）Wr（xs） hr（ t） （10）

这就是作用在 xs 处的单位脉冲δ（t）引起 X 处的响应．称为脉冲响应函数．

2　多激励的复频及脉冲响应函数

若在梁上 m个点处均作用有谐波激励 eiωt．由（8）式便得到 xj 处的复频响应函数为

HWj
（ω）＝∑n

r＝1∑
m

s＝1
Wr（xj）Wr（xs）

Mr
Br（ω） （11）

如令

Hjk（ω）＝∑n
r＝1

Wr（xj）Wr（xk
Mr

Br（ω）

则有

HWj
（ω）＝Hj1（ω）＋Hj2（ω）＋……＋Hjm（ω） （12）

同理�若在 m个点处同时作用有单位脉冲�由（10）式可得 xj 处的脉冲响应函数为

HWj
（ t）＝∑n

r＝1∑
m

s＝1Wr（xj）Wr（xs） hr（ t） （13）
如令

hjk（ t）＝∑n
r＝1Wr（xj）Wr（xs） hr（ t）

则有
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hwj（ t）＝hj1（ t）＋hj2（ t）＋……＋hjm（ t） （14）

3　响应的自相关及互相关函数

设输入平衡随机过程．
若梁在 m个点处受到的随机激励为
P1（ t）�P2（ t）�…�Pm（ t）
由脉冲函数表达式（13）知�xj 点的响应应为

W（xj�t）＝∑n
r＝1∑

m

s＝1［Wr（xj）Wr（xs）ʃl－∞ hr（τ）Ps（ t－τ）dτ］
＝ʃl－∞ ［ hwj（τ） ］1×m｛P（t－τ）｝m× ldτ （15）

而梁在 xj 处的自相关函数可由下式求出：
RWj

（ t2－ t1）＝E［Wj（ t1）Wj（ t2） ］
＝E（ʃʃ∞－∞［ hwj（τ1） ］｛p（ t1－τ1）｝｛P（t2－τ2）｝T ［ hwj（τ2） ］ Tdτ1dτ2
＝ʃʃ∞－∞［ hwj（τ1） ］1xm ［ Rpp（ t2－－ t1＋τ1－τ2） ］mxm ［ hwj（τ2） ］ Tmx1dτ1τ2 （16）

梁响应的互相关函数应为

RwjwK（ t2－ t1）＝E［Wj（ t1）WK（ t2） ］
＝E（ʃʃ∞－∞［ hwj（τ1） ］｛p（ t1－τ1）｝｛P（t2－τ2）｝T ［ hwj（τ2） ］ Tdτ1dτ2
＝ʃʃ∞－∞［ hwj（τ1） ］1xm ［ Rpp（ t2－－ t1＋τ1－τ2） ］mxm ［ hwK（τ2） ］ Tmx1dτ1τ2 （17）

4　响应的自谱密度及互谱密度

由谱密度与相关函数间的关系可得

　　　SWj
（ω）＝12πʃ∞－∞RWj

（ t2－ t1） e－ iω（ t2－ t1） d（ t2－ t1）

＝12πʃʃʃ∞－∞ ［ hWj
（τ1） ］ ［ Rρρ（ t2－ t1＋τ1－τ2） ］ ［ hWj

（τ2） ］ Te－ iω（ t2－ t1） dτ1dτ2d（ t2－ t1）

＝ʃ∞－∞ ［ hWj
（τ1） ］ eiωτ1dτ1·12πʃ∞－∞ ［ Rρρ（ t2－ t1＋τ1－τ2） ］ e－ iω（ t2－ t1＋τ1－τ2） d（ t2－ t1）

ʃ∞－∞ ［ hwj（τ2） ］ Te－ iωτ2dτ2

＝［ H∗
wj（ω） ］1xm ［ spp（ω） ］mxm ［ Hwj（ω） ］ T

＝［ H∗
J1�H∗

J2�…�H∗
jm ］

Sp1p1�Sp1p2�Sp1pm�
Sp2p1�Sp2p2�Sp2pm�
………………
Spmp1�Spmp2�Spmpm�

　　

Hj1
Hj2

Hjm

＝∑m
s＝1∑

m

t＝1H
∗
js （ω）Spspt（ω）Hjt（ω） （18）

用类似的方法�可求得互谱密度为
SWjWk

（ω）＝［ H∗
Wj（ω） ］ ［ Spp（ω） ］ ［ HHK（ω） ］ T

＝∑m
s＝1∑

m

t＝1H
∗
js （ω）SPsPt（ω）HKt（ω） （19）
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5　响应的自谱密度及互谱密度近似计算

设梁固有频率分布稀疏．且各振型产生的响应过程与统计无关．
把前面已计算出的 HjK（ω）代入（18）及（19）式．便得到
SWj
（ω）＝∑m

s＝1∑
m

t＝1∑
n

r＝1
Wr（xj）Wr（xs）

Mr
B∗
r （ω）SPsPt（ω）

Wr（xj）Wr（xt）
Mr

Br（ω）

SWjWk
（ω）＝∑m

s＝1∑
m

t＝1∑
n

r＝1
Wr（xj）Wr（xs）

Mr
B∗
r （ω）SPsPt（ω）

Wr（xK）Wr（xt）
Mr

Br（ω）
（20）

由于梁属于小阻尼振动�而各固有频率之值相距较开．故在第 r个主振型共振区域内�（8）式中只有第 r
项起主要作用�其他各项可略去不计．由此可得

SWj
（ω）≈Wr（xj）Wr（xj）

M2
r

B∗
r （ω）Br（ω）∑ms＝1∑

m

t＝1Wr（xs） s PsPt（ω）Wr（xt）

SWjWk
（ω）≈Wr（xj）Wr（xk）

M2
r

B∗
r （ω）Br（ω）∑ms＝1∑

m

t＝1Wr（xs）Spspt（ω）Wr（xt）
（21）

由此便得到 SwjwK（ω） 与 SWj
（ω）之比为

SWjWk
（ω）

SWj
（ω） ＝Wr（xk）

Wr（xj） （22）
这就是说�在小阻尼振动的情况下�响应的互谱密度与自谱密度之比�近似地等于相应振型之比．
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Appoximate Calcuilations of Stochastic Response of Elastic Beam

BAO Zhong-you
（School of Civil and Arch．�East China Jiaotong Univ．�Nanchang33013�China）

Abstract： This paper studies the stocnastic resoonse of the elastic beam which is subjected to random excitations．If the
dower spectral and cross spectral density runction of a stationary gaussian input process are known using the unite impulse
response function and complex freyuency resddnse function�the desired output dower spectral and cross spectral density
function can be obtained completely．In general�it is complex to define output spectral density．However�in the special
scase�if the value of frequencies are well separated�the response will be caused primarily by the mode of resonace．Thus
the computations are simplified and the approximation to the sepectral density function can be obtained．
Key words： the liner elastic body；response function；spectral density
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