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组合梁桥的耦合计算模型研究
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摘要：基于虚功原理�将耦合的概念与有限元理论相结合�推导了耦合模型的矩阵方程�从而提出组合梁的耦合计算模型．用
于处理组合梁 RC 板与钢梁共同工作的连接问题．并通过实例计算验证该方法优于其他常用方法．
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　　组合梁能按各组成部件所处的受力位置和特

点�较大限度的充分发挥钢与砼各自材料的特性�
不但能满足结构的功能要求�还有较好的技术经济
效益．因而在现代桥梁结构中得到广泛的应用．

连接件是钢筋砼翼板与钢梁共同工作的基础�
它主要用来承受钢筋砼翼板与钢梁接触面间的纵

向剪力�抵抗二者的相对滑移和掀起作用［1－2］．目
前�对于连接件的处理�常用两种方法：其一�建立
精确的连接件模型�对真实结构进行详尽的模拟�
但这种方法过于复杂�增加了计算的难度．其二�用
共节点的方式对连接件进行简单的处理�但这种方
法不能准确反映连接件的工作特点�造成计算结果
误差较大．一种较为合理的做法是使用耦合�将其
与有限元相结合�来实现组合梁桥的建模及计算．
当需要迫使两个或多个位移取得相同（但未知）值
时�可以将这些位移自由度耦合在一起．

1　理论和模型

1．1　公式推导
虚功原理：δU＝δV ［3］ （1）
式中：U为变形能�U＝U1＋U2 （2）
V 为外力做功�V＝V1＋V2＋V3 （3）
δU1＝ʃv｛δε｝｛σ｝dvT＝ʃv｛δε｝T ［ D ］｛ε｝） dv＝

｛δu｝Tʃv ［ B ］ T ［ D］ ［ B］ dv｛u｝ （4）
式中：｛ε｝为应变矢量�｛ε｝＝［ B］｛u｝；｛σ｝为应

力矢量�｛σ｝＝［ D］｛ε｝
δU2＝ʃAf｛δwn｝

T｛σ｝d（Af）＝｛δu｝TkʃAf ［ Nn ］ T
［ Nn］ d（Af）｛u｝ （5）
式中：｛wn｝为法向位移�｛wn｝＝［ Nn ］｛u｝；［ Nn ］

＝法向位移形函数；｛σ｝＝k｛wn｝

δV1＝－ʃ｛δw｝T｛Fa｝
v dv＝－｛δu｝Tρʃv ［ N ］ Tdv

δ2
δt2｛u｝ （6）

式中：｛w｝为任意点的位移矢量�｛w｝＝ ［ N ］
｛u｝；［ N］＝位移形函数；｛Fa｝为 D’alembert 力矢�
｛Fa｝＝m｛w··｝

δV2＝ʃAP｛δwn｝
T｛P｝d（AP）＝｛δu｝TʃAP ［ Nn ］ ［ P ］

d（AP） （7）
式中：｛P｝＝面荷载矢量
δV3＝｛δu｝T　｛Fnde｝ （8）
式中：｛Fnde｝＝单元节点力向量
由公式（3）～（8）代入公式（1）可推出下式：
｛δu｝Tʃv ［ B ］ T ［ D］ ［ B］ dv｛u｝＋｛δu｝TkʃAf ［ Nn ］ T

［ Nn ］ d（Af）｛u｝＝－｛δu｝Tρʃv ［ N］ T ［ N］ dv δ2δt2｛u｝＋
｛δu｝TʃAp ［ Nn ］ T ［ P ］ d（Ap）＋｛δu｝T｛Fnde｝ （9）

第21卷第2期
2004年4月

华 东 交 通 大 学 学 报
Journal of East China Jiaotong University

Vol．21　No．2
Apr．�2004



移项整理得有限元方程：
［ Me ］｛u··｝＋（［ Ke ］＋［ Kfe ］）｛u｝＝｛Fpre｝＋｛Fnde｝

（10）
式中：［ Ke ］＝ʃv ［ B ］ T ［ D ］ ［ B ］ dv；［ Kfe ］＝ kʃAf

［ Nn ］ T ［ Nn ］ d（Af）；
［ Me ］＝ρʃv ［ N］ T ［ N］ dv；｛u··｝＝δ2

δt2｛u｝；｛F
pr
e｝＝

ʃAP ［ Nn ］ T ［ P ］ d（Ap）
1．2　计算模型

由动力方程的求解格式［4］�公式（10）可表达为：
［ K］｛u｝＝｛F｝ （11）
式中：［ K］为有效动力刚度矩阵；｛F｝为荷载列

向量

1．2．1　强耦合模型
引入（｛X1｝�｛X2｝）描述对应的位移耦合自由

度�则强耦合模型的矩阵方程为：

［ K11］　［ K12］
［ K21］　［ K22］

｛X1｝
｛X2｝

＝ ｛F1｝

｛F2｝
（12）

1．2．2　弱耦合模型

将［ K11］和［ F1］分别表示为｛X1｝�｛X2｝的函数�
［ K22］和［ F2］分别表示为｛X1｝｛X2｝的函数�得弱耦
合模型如下：
　

［ K11｛X1｝�｛X2｝］ ［0］
［0］ ［ K22（｛X1｝�｛X2｝） ］

｛X1｝
｛X2｝

＝

｛F1（｛X1｝�｛X2｝）｝

｛F2（｛X1｝�｛X2｝）｝
（13）

1．3　耦合模型的实现
1．3．1　约束方程

约束方程提供了比耦合更通用的联系自由度

的方法．根据式（13）有如下形式：
Cons tan t＝∑N

i＝1（Coefficient（ I）×∗（ I）） （14）
式中 U（ I）是自由度�N是方程中项的编号．

1．3．2　直接生成耦合自由度集
在有限元模型中�迫使两个或多个位移自由度

集取得相同（但未知）值�在两重复节点
间形成销钉、铰链、万向节和滑动连接．其本质

上与约束方程是一致的．

2　算　例

2．1　计算条件
某铁路旧梁桥�桥上线路在300米半径的曲线

上．桥跨布置为一孔16 m 钢筋砼梁———一孔44 m
结合梁———一孔16m 钢筋砼梁�全长95．31 m．其
中结合梁计算跨度43．68m�两端简支�上部为钢筋
砼板�下部为钢板梁．如图1：

2．2　计算模型
上下平纵联、中间横联和端横联简化为弹性梁

单元�主梁和道碴槽板用板单元模拟�道碴、线路设
备等作为附加质量集中到节点上．静力分析时�静
载荷为结构自重和列车活载�列车活载沿线路曲线
布置．剪力连接件间距0．8m．

采用强耦合模型�根据（14）式�其约束方程为：
0＝UY（ i）－UY（m）�0＝UX（ i）－UX（m）�
0＝UZ（ i）－UZ（m） （15）
式中�UY、UX、UZ 分别对应节点的沿桥竖向、

纵向和横向的平动自由度；i、m 为连接件处一对对
应的节点号．

建立计算模型如图2、图3所示：
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2．3　计算结果分析
列车活载为韶山 I 型�P＝21t�工况1和工况2

的轮位布置如图4．

表1　频率实测值与理论计算值对照表 ［5］

振型
频率

理论计算

值1
理论计算

值2
脉动法实

测值
一阶 横向弯曲 正对称 2．7673 2．9755 2．7200
二阶 竖向弯曲 正对称 3．8662 3．9903 3．8000
三阶 扭　　转 反对称 5．7871 6．2267 －
注：理论计算值1指耦合模型的计算结果；理论计算值2指非
耦合模型计算所得的结果�下表同．

表2　挠度实测值与理论计算值比较表 单位：mm
序号

计算截面Ⅰ 计算载面Ⅱ 计算截面Ⅳ
计算值1 计算值2 实测值 计算值1 计算值2 实测值 计算值1 计算值2 实测值

工况1 －12．0 －15．0 －8．0 －19．4 －23．0 －12．4 －11．7 －12．0 －7．5
工况2 －11．8 －14．0 －7．8 －19．5 －23．0 －12．5 －12．2 －14．0 －8．0

注：计算截面Ⅰ的位置为 x＝6．99m；计算截面Ⅱ的位置为 x＝23．18m；计算截面Ⅳ的位置为 x＝36．69m．计算截面Ⅰ与Ⅳ为对称截面．
表3　主要控制截面正应力实测值与理论计算值比较表 单位：MPa

序号
计算截面Ⅰ 计算载面Ⅱ 计算截面Ⅳ

计算值1 计算值2 实测值 计算值1 计算值2 实测值 计算值1 计算值2 实测值

工况1 31．7 32．9 28．5 36．9 44．5 31．5 28．0 32．8 22．5
工况2 31．2 32．8 27．5 37．7 47．5 32．0 29．8 33．7 24．5
　　从表1可以看出�利用耦合概念建立的有限元
模型�其计算结果与实测数据最大相对误差为1．
8％．而理论计算值2采用的虽然是有限元模型�但
处理连接问题时�采用的是共节点方案�其计算结
果与实测值最大相对误差为9．6％．可见�用耦合处
理组合梁的连接问题可以较好的模拟结构的实际

情况．
从表2、表3可以看出�校验系数均符合相关规

定［6］�计算值1、2均属合理范畴．耦合模型的效验系
数较大�其挠度、截面正应力的计算结果相对于非
耦合模型更好的反映了真实值�是一种有效的方
法．

3　结　语
组合梁的钢筋砼翼缘板与钢板梁的连接问题

实质上是一种接触问题�多数接触问题中接触区域
是未知的�表面与表面会突然接触或突然不接触�
这会导致系统刚度的突然变化．如果接触模型没有
摩擦�接触区域始终连在一起�并且是小挠度小转
动问题�那么可以用耦合或约束方程代替接触．这
样可以保证分析仍是线性的．就一般的组合梁而
言�考虑恒载的作用�可以认为 RC 板与钢梁是始终
接触的�因而可以采用本文提出的耦合－－－有限元
模型进行分析．本文提出的组合梁耦合计算模型仅
用于线性求解�主要运用该模型对组合梁的动力特
性和静力响应进行了分析． （下转第46页）
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The Calculation of Stress Intensity Factor of Rectangular Crack
Embedded in a Infinite Plane

YU Hu-i qin�CHEN Meng-cheng
（School of Civil Eng．and Arc．�East China Jiaotong University�Nanchang330013�China）

Abstract： In this paper a hypersingular integral equation with the unknown displacement is developed．To solve the e-
quation�the principle of finite-part integral and boundary element method is used．By using the method mentioned
above�the stress intensity factors of rectangle crack are calculated．
Key words： hypersingular integral equation；the principle of finite-part integral；boundary element method；rectangular
crack；the stress intensity factor

（上接第43页）
将其完善并用于非线性分析�求解极限承载力、动
力反应�则有待进一步研究．
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Abstract： On the basis of virtual work principles�combining finite elements theory with coupling theory�the coupling
matrix equation is derived．Accordingly�the coupled mechanics model of composite beam is proposed in the paper．Then
the method is applied to analyse the contact between RC shell and steel beam．The method is proved to be a better way by
giving an example．
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