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无限大板中矩形裂纹 I 型应力强度因子的计算
－－－有限部积分边界元法
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摘要：建立以裂纹表面位移为未知函数的超奇异积分方程�利用有限部积分原理和边界元法来求解该方程．运用该方法计算
出矩形裂纹的 I 型应力强度因子．
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0　引　言

近几十年来�断裂理论取得了很大的进展�在
科学与工程的许多领域中发挥了重要作用．自
Iaokimidis［1］将有限部分积分的概念和方法引入断
裂力学并成功地求解了超奇异积分方程以后�许多
学者［2�3］对这种超奇异积分方程的性质、解法及其
在三维单裂纹问题中的应用等作了大量的研究．表
面自由裂纹的应力强度因子的数值计算问题已基

本解决�如 Williams 及范天佑等［4�5］工作．但裂纹表
面往往不是自由的�而是承受载荷的�而且非椭圆
类裂纹的研究也很少．本文将对无限大板中的矩形
裂纹在受法向均布荷载时的 I型应力强度因子进行
计算．

主要是建立以裂纹表面位移为未知函数的超

奇异积分方程�用有限部积分原理和边界元法来求
解此方程．对矩形裂纹表面进行单元离散�从而可
以建立一个矩阵方程．通过裂纹边缘的位移与应力
强度因子之间的关系�计算出矩形裂纹的 I 型应力
强度因子．

1　超奇异积分方程组

Sohn［2］已提出了无限区域内单一裂纹的超奇异
积分方程组．裂纹表面只承受法向的载荷时裂纹的
超奇异方程为：

　　　　　 E
4π（1－υ2）＝ʃs

w
r3dξdη＝Pz（ x�y）

其中�x�y�z：整体坐标系；ξ�η：因裂纹表面而
引入的局部坐标系；w：裂纹表面在方向的位移；Pz：
作用在裂纹 z 方向的荷载；符号＝ʃ表示有限部积分．

2　数值方法解超奇异积分方程组

将裂纹表面进行网格划分�在某一点 i方程（1）
可写为∑n

j＝1Aijwj＝－πPi

这里 Wj＝ E
4（1－υ2）wj

Aij待求的系数分量　wj：j 点的 z 方向位移　
Pi：作用在 i点的 z 方向载荷
对所有的节点以矩阵的形式写出为［ A］｛W｝＝
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－π｛P｝
重点在于系数矩阵 A的求法．如果作用点在积

分单元上则积分＝ʃs
2
r3dξdη＝Pz（ x�y）的被积函数

会出现超奇异性．若作用点在一个三角形区域内�
引入局部极坐标（ r�θ）�用有限部积分概念将二维
积分化为一维积分�用高斯积分的方法就可求得单
元系数矩阵的分量．若作用点在一个四边形区域
内�将其分成两个三角形．一个含有作用点�另一
个不含有作用点是正常积分．三角形单元的无奇异
积分�可利用7点数值积分．根据 Hammer 积分公式
引入面积坐标（L1�L2�L3）即可．四边形单元的无奇
异积分用二维的高斯积分．

3　应力强度因子的无量纲化

根据文献 ［9�10］知道裂纹边缘 Q 点的应力强
度因子计算公式�本文是通过沿着 Q 点的垂直距
离进行外插而得到 Q点的应力强度因子．裂纹的应
力强度因子的数值计算结果用下列定义的无量纲

来表示为：
FI＝ KI

p b
�FII＝ KII

p b
�FIII＝ KIII

p b
p为作用在裂纹面上的力�b 是矩形裂纹的短

边的长度

4　算　例

裂纹形状和网格划分如下图（1）所示

在裂纹面作用均匀分布的法向压力荷载：Pz
（ x�y）＝P�故裂纹前沿只存在 I 型断裂形态．本文
的数值结果如下见图2（ a）�图2（b）：

我们可以看出：在长边方向应力强度因子是随
着 a／b 的比值增大而增大的；在短边方向是随着比
值增大而减小的�只是在 a／b＝2是出现了一次增
大的现象．

　　在 a／b＝1时�本文的计算结果与其他文献的
比较见表1：

表1　FI�max的比较

Source FI�max
本文 0．757

Isida et．al ［7］ 0．756
石田 ［8］ 0．753

Murakami et．al ［6］ 0．736

5　结束语

通过上述讨论�可以看出�本文用有限部积分
原理和边界元法求解超奇异积分方程．继而计算出
的矩形裂纹的应力强度因子与其他文献非常的接

近．从而说明了本文的方法的有效性．
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The Calculation of Stress Intensity Factor of Rectangular Crack
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Abstract： In this paper a hypersingular integral equation with the unknown displacement is developed．To solve the e-
quation�the principle of finite-part integral and boundary element method is used．By using the method mentioned
above�the stress intensity factors of rectangle crack are calculated．
Key words： hypersingular integral equation；the principle of finite-part integral；boundary element method；rectangular
crack；the stress intensity factor
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将其完善并用于非线性分析�求解极限承载力、动
力反应�则有待进一步研究．
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Abstract： On the basis of virtual work principles�combining finite elements theory with coupling theory�the coupling
matrix equation is derived．Accordingly�the coupled mechanics model of composite beam is proposed in the paper．Then
the method is applied to analyse the contact between RC shell and steel beam．The method is proved to be a better way by
giving an example．
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