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摘要：证明了当群关于可迁且为阿贝尔群或幂零群时�每个非图包含两个不相交的最大线独立集．
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1　引　言

本文所讨论的图均为无向的简单图�E（G）表
示图的边集�V（G）表示图 G的点集�Aut（G）表示自
同构群�文中凡未说明的符号及术语均同文献［1］．

定义1　设 L⊂Aut（G）�定义 Z＝Z（L）＝｛r∈
L｜对任意 s∈L 有 rs＝ sr｝．
定义2　设 L⊂Aut（G）�若对任意 e�e′∈E（G）�

存在 b∈L�使 b（e）＝e′�则称关于 E（G）可迁．
定义3　设 L⊂Aut（G）关于 E（G）可迁�N是 L

的一个正规子群�e∈ E（ G）�定义 N（ e）＝｛f∈ E
（G）｜存在 r∈N使 r（ e）＝ f｝．

定义4　定义因子线图 H如下：
（1） E（H）＝｛N（e）｜e∈E（G）｝；
（2）（N（e）�N（ f））∈V（H）当且仅当存在 e1∈

N（e）�f1∈N（f）使（e1�f1）∈V（G）．
引理1　N（e）＝N（ f）充分必要条件为存在 e

∈N（f）．
证明：必要性�若 N（e）＝N（f）
因为 N为正规子群�对 i∈N有 i（ e）＝ e�于是

e∈N（e）�故 e∈N（f）．
充分性�若 e∈N（f）�则存在 r∈N使 r（ f）＝ e
（1）任取 e′∈N（ e）�则存在 r1∈N 使 r1（ e）＝

e′�于是 r1r（ f）＝ r1（e）＝ e′�故 e′∈N（f）．

（2）任取 f′∈ N（ f）�则存在 r2∈ N 使 r2（ f）＝
f′�于是 r2r－1（e）＝ r2（f）＝ f′�故 f′∈N（e）．
由（1）及（2）可得 N（e）＝N（f）．
引理2　N（e）≠N（f）充分必要条件为 N（e）∩

N（f）＝●．
证明：必要性�若 N（e）≠N（f）
设 N（e）∩ N（ f）≠●�则存在 e′∈ N（ e）∩ N

（f）�于是存在 r1∈ N 使 r1（ e）＝ e′且 r2∈ N�使 r2
（f）＝ e′�由此推出 r－12 r1（e）＝ f�故 f∈N（ e）�由引
理1得 N（e）＝N（f）与 N（e）≠N（f）矛盾�故 N（ e）
∩N（f）＝●．

充分性�显然成立．
引理3　如果 G�L�N�H如上定义�则 H为边

可迁图且 L／N关于 E（H）可迁．

2　主要定理及证明

定理1　设 L⊂Aut（G）关于 E（G）可迁�若存在
r∈Z（L）�e∈E（G）有（e�r（e））∈V（G）�则图 G 有
两个不相交的最大线独立集�且每个独立集中包含
β条边�其中β为 G的线独立数．

证明：设｛e1�e2�…�eβ｝为 G的一个最大线独立
集�则｛r（e1）�r（ e2）�…�r（ eβ）｝为 G 的一个最大线
独立集且与｛e1�e2�…�eβ｝不相交．事实上�若存在
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k�j 使（ r（ ek）�r（ej））∈V（G）�则 r（ ek�ej）∈V（G）�
于是 r－1r（ ek�ej）∈V（G）�故（ ek�ej）∈V（G）与 ek�
ej 不相邻矛盾�因此｛r（ e1）�r（ e2）�…�r（ eβ）｝为 G
的一个最大线独立集．

若｛e1�e2�…�eβ｝∩｛r（e1）�r（e2）�…�r（ eβ）｝≠
●�则存在 k�j 使 r（ ek）＝ ej�1≤k�j≤β．因为关于 E
（G）可迁�对 ek 存在 b∈L 使 b（ e）＝ ek�于是

（ek�r（ek））＝（ b（ e）�rb（ e））＝（ b（ e）�br（ e））
＝b（ e�r（e））∈V（G）�即（ek�ej）∈V（G）与 ek�ej 不
相邻矛盾�故｛e1�e2�… eβ｝与｛r（ e1）�r（ e2）�…�r
（eβ）｝不相交．因此｛e1�e2�…�eβ｝与｛r（ e1）�r（ e2）�
…�r（eβ）｝为图 G有两个不相交的最大线独立集．

定理2　设 L 关于 E（G）可迁且为阿贝尔群�则
图 G有两个不相交的最大线独立集�且每个独立集
中包含β条边．

证明：因为 G 为非 nK2图�所以至少存在 e�e′
∈E（G）使（e�e′）∈V（G）．

L关于 E（G）可迁�存在 r∈L 使 r（ e）＝ e′．由
L 为阿贝尔群得 Z（L）＝L．于是 r∈Z（L）�因此（ e�
r（e））∈V（G）�由定理1得图 G 有两个不相交的最
大线独立集�且每个独立集中包含β条边．

定理3　设 L 关于 E（G）可迁且为幂零群�则图
G有两个不相交的最大线独立集．
证明：对｜E（G）｜采用归纳法．
当｜E（G）｜＝2�不妨设 G 没有孤立点�则 G＝

P3�结论显然成立．
假设 G1满足定理的条件且｜E（G1）｜＜｜E（G）

｜�图 G1有两个不相交的最大线独立集．
因为 L 为幂零群�所以 Z＝Z（L）≠｛i｝
（1）若存在 r∈Z（L）�e∈E（G）有（ e�r（ e））∈

V（G）�则由定理1得图 G 有两个不相交的最大线
独立集．

（2）若对所有 r∈Z（L）�e∈ E（G）有（ e�r（ e））
∉V（G）�则 Z（ e）为图 G 的一个线独立集�否则存
在 r1�r2∈ Z 使（ r1（ e）�r2（ e））∈ V （ G）�令 r＝

r－11 r2�则 r∈ Z�且（ e�r（ e））＝（ e�r－11 r2（ e））＝
（ r－11 r1（e）�r－11 r2（e））＝ r－11 （ r1（ e）�r2（ e））∉V（G）
与（e�r（e））∈V（G）矛盾�故 Z（e）为图 G的一个线
独立集．

若 e�f∈E（G）且（ e�f）∈V（G）�则 Z（ e）≠ Z
（f）．

把定义4中的 N换成 Z得图 H�则由引理3可
知图 H满足定理的条件．

因为 L 为幂零群�存在 r∈Z（L）且 r≠ i�使 r
（e）≠ e�于是｜Z（ e）｜＞1�故｜E（H）｜＜｜E（G）�由
假设图 H有两个不相交的最大线独立集�不妨设为
｛Z（e1）�Z（e2）�…�Z（ek）｝与｛Z（ f1）�Z（ f2）�…�Z
（f i）｝．

下证｛Z（e1）�Z（ e2）�… Z（ ek）｝为图 G 的最大

线独立集�事实上任取 e∈ E（ G）－∪k
j＝1Z（ ej）�因为

｛Z（e1）�Z（ e2）�…�Z（ek）｝为 H 的最大线独立集�
所以存在 ej 使（Z（e）�Z（ej））∈V（H）�于是存在 e′
∈Z（e）�e′j∈Z（ ej）使（ e′�e′j）∈V（G）．又 e′∈ Z
（e）�所以存在 b∈ Z（ e）使 b（ e）＝ e′�令 d＝ b－1

（e′j）�则（ e�d）＝（ b－1（ e′）�b－1（ e′j））＝ b－1（ e′�
e′j）∈V（G）�故｛Z（ e1）�Z（ e2）�…�Z（ ek）｝为图 G
的最大线独立集．

同理可证｛Z（ f1）�Z（ f2）�…�Z（ f i）｝也为图 G
的最大线独立集．

故｛Z（e1）�Z（e2）�…Z（ ek）｝与｛Z（f1）�Z（ f2）�
…Z（f i）｝为图 G的两个不相交的最大线独立集．
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Abstract： In this paper�the following results are proved：Let L be transitive on E（G） and abelian or nilpotent�then no
nK2graph G has disjoint maximal line-independent Sets．
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