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Janous不等式的一个等价式的推广
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摘要：应用三角形几何不等式中著名的 Bottema不等式等�给出了 Janous 不等式的一个等价形式的推广�同时提出并应用计算
机验证了六个有关的猜想．
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1　主要结果

从专著［1］知�奥地利数学家 W．Janous 在1986
年曾建立了下述几何不等式：设 △ABC 的边 BC�
CA�AB与面积分别为 a�b�c�△�记任意一点 P 到
顶点A�B�C 的距离 PA�R2�R3分别为 R1�R2�R3�
则

（b＋ c）R1＋（c＋ a）R2＋（a＋ b）R3≥8△ （1）
等号仅当△ABC为正三角形且 P 为其中心时成立．

在 Janous不等式提出后不久�作者即已得到这
一不等式的多边形推广�见文 献［2］．

不久前�褚小光在文献 ［3］ 中又给出了 Janous
不等式的以下加强：
　　（b＋ c）R1＋（c＋ a）R2＋（a＋ b）R3

≥2 b2c2＋ c2a2＋ a2b2 （2）
最近�本文作者与褚小光用不同的方法（尚未

公开）将 Janous不等式的等价形式：
R2＋ R3

ha
＋ R3＋ R1

hb
＋ R1＋ R2

hc
≥4 （3）

（ ha�hb�hc 为相应边上的高线）加强为

R2＋ R3
ma

＋ R3＋ R1
mb

＋ R1＋ R2
mc

≥4 （4）
其中 ma�mb�mc 为相应边上的中线．

本文中�我们给出 Janous 不等式（1）的等价式
（3）的以下推广：

定理　设 △ABC 与 △A′B′C′的面积分别为
△�△′．又 P 为任意一点�Q为△A′B′C′内部任一
点�Q 到边 B′C′�C′A′�A′B′的距离分别为 d1�d2�
d3�则

R2＋ R3
d1 ＋R3＋ R1

d2 ＋R1＋ R2
d3 ≥12 △△′ （5）

等号当且仅当△ABC�△A′B′C′均为正三角形且 P
与 Q分别为它们的中心时成立．

不等式（5）在形式上非常优美�从已有的文献
来看�类似的涉及两个三角形与两个动点的三角形
几何不等式是十分少见的．下面�我们先给出定理
的证明�然后对它作些讨论�继而提出一些有关的
猜想．

2　定理的证明

引理1　设△ABC 与△A′B′C′的面积分别为
△�△′�则对任意一点 P 有

a′R1＋ b′R2＋ c′R3≥4 △△′ （6）
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等号当且仅当△ABC与△A′B′C′为相似的锐角三
角形�且 P为△ABC的垂心时成立．

不等式（6）即为著名的 Bottema不等式�见［1］．
引理2　设 △ABC 的三边 BC�CA�AB 与外接

圆半径、内切圆半径分别为 a�b�c�R�r�则对任意
实数 x�y�z 有
　　 （xa＋ yb＋ zc）2

≥4（yz ＋ zx＋ xy）（4R＋ r） r （7）
等号仅当 x∶y∶z ＝（b＋c－ a）∶（c＋ a－b）∶（ a
＋ b－ c）时成立．

不等式（7）是一个重要的加权不等式�参见［1］．
定理的证明　显然以1d2＋

1
d3�
1
d3＋

1
d1�
1
d1＋

1
d2

为边长可构成一个三角形�记其面积为 △0．由
Heron公式：

△＝ s（ s－ a）（ s－ b）（ s－ c） （8）
（其中 s为△ABC的半周长）易得

△0＝ 1
d1d2d3

1
d1＋

1
d2＋

1
d3

根据引理1的 Bottema不等式有
1
d2＋

1
d3 R1＋ 1

d3＋
1
d1 R2＋ 1

d1＋
1
d2 R3

≥4 △ 1
d1d2d3

1
d1＋

1
d2＋

1
d3 （9）

接下来我们证明：
1

d1d2d3
1
d1＋

1
d2＋

1
d3 ≥

81
△′2 （10）

为此�又先来证有关△ABC与任意正数 x�y�z 的加
权不等式：

1
x ＋1y ＋1z ≥ 1296xyz△2

（xa＋ yb＋ zc）4 （11）
按引理2知�欲证上式只要证：
　　16（yz ＋ zx＋ xy）2（4R＋ r）2r2（1x ＋1y ＋1z ）

≥1296xyz△2�
两边乘以 xyz 并利用△＝ rs�即知上式等价于

（yz ＋ zx＋ xy）3（4R＋ r）2r2≥81（xyz）2△2�
由显然的不等式 （yz＋zx＋xy）3≥27（xyz）2及已知
的不等式（见［4］）：

4R＋ r≥ 3s （12）
即知前式成立�从而不等式（10）得证．将不等式（11）
中的△ABC换成△A′B′C′即知�对△A′B′C′与任
意正数 x�y�z 有

1
x ＋1y ＋1z ≥ 1296xyz△′2

（xa′＋ yb′＋ zc′）4

　　在上式中取 x ＝ d1�y ＝ d2�z ＝ d3�利用
a′d1＋ b′d2＋ c′d3＝2△′ （13）

就得不等式（10）．
根据不等式（9）与（10）就知

1
d2＋

1
d3 R1＋ 1

d3＋
1
d1 R2＋ 1

d1＋
1
d2 R3

≥12 △△′�
这显然等价于定理的不等式（5）�容易确定（5）式等
号成立的条件．定理证毕．

3　定理的推论

在定理中令△A′B′C′全等于△ABC�则得有关
一个三角形与两个动点的下述几何不等式：

推论1　设△ABC内部任一点Q到边BC�CA�
AB的距离分别为 d1�d2�d3�其余符号同上�

R2＋ R3
d1 ＋ R3＋ R1

d2 ＋ R1＋ R2
d3 ≥12 （14）

　　再特别地令 Q为△ABC的重心�则 d1＝13ha�

d2＝13hb�d3＝13hc�则得 Janous不等式（1）的等
价式（3）．

设△A′B′C′相应边上的高线分别为 h′a�h′b�h′c�
则应用重心坐标可知�定理的不等式（5）等价于
　 （x＋ y＋ z） R2＋ R3

xh′a
＋ R3＋ R1

yh′b
＋ R1＋ R2

zh′c

≥12 △△′ （15）
其中 x�y�z 为任意正数．

在不等式 （15） 中取 x ＝ R2＋ R3
h′a

�y ＝

R3＋ R1
h′b

�z ＝ R1＋ R2
h′c

�则得

　
R2＋ R3

h′a
＋ R3＋ R1

h′b
＋ R1＋ R2

h′c

2

≥12 △／△′ （16）
这等价于下述不等式：

推论2　设△A′B′C′的边 B′C′�C′A′�A′B′分
别为 a′�b′�c′�其余符号同上�则对任一点 P 有
［ a′（R2＋R3）＋ b′（R3＋R1）＋ c′（R1＋R2） ］2
≥24 △△′ （17）

特别地�令△ABC为正三角形�则又得
推论3　对△ABC与任一点 P 有
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　　 R2＋ R3＋ R3＋ R1＋ R1＋ R2

≥6·3－38△14 （18）
上式显然强于 B̈odewadt 的不等式（见［4］）：

R1＋ R2＋ R3≥2·314△12 （19）
其实�容易看出上式也为本文定理的一个推论．

4　若干猜想

下面�我们介绍由定理及其推论引出的一些尚
待证实的猜想．

针对定理证明中的关键不等式（10）�我们提出
下述更强的不等式（将△ABC换成△A′B′C′）：

猜想1　对△ABC内部任一点 P 有
1

w1w2w3
1
w1＋

1
w2＋

1
w3 ≥

81
△2 （20）

其中 w1�w2�w3分别为∠BPC�∠CPA�∠APB的平
分线．

如果不等式（20）成立�那么本文定理所述不等
式也显然（由其证明知）可以改进．事实上�要证明
较（20）为弱但更漂亮的下式：
　　　 1

（w2w3）2
＋ 1

（w3w1）2
＋ 1

（w1w2）2

≥81△2 （21）
似乎也不容易．目前人们建立的有关 w1�w2�w3与
三角形常见元素的几何不等式十分少见�这类不等
式尚有待突破．

由不等式（18）�（19）以及已知的不等式：
R1＋ R2＋ R3≥23（ha＋ hb ＋ hc） （22）

受到启发�我们提出与推论3不分强弱但强于（22）
式的下述不等式：

猜想2　对△ABC与任意一点 P 有
　　 R2＋ R3＋ R3＋ R1＋ R1＋ R2

≥2 ha＋ hb ＋ hc （23）
在推论1的不等式（14）中�令 Q为锐角△ABC

的外心�则有 d1 ＝ RcosA�d2 ＝ RcosB�d3 ＝
RcosC．从而易知对锐角△ABC与任一点 P 有
　　 R1 1cosB＋ 1cosC ＋ R2 1cosC＋ 1cosA

＋ R3 1cosA ＋ 1cosB ≥12R （24）
注意到 1cosB＋ 1cosC ≥ 4cosB＋cosC�我们发现更强
的不等式：

　
R1cosB＋cosC＋ R2cosC＋cosA ＋ R3cosA＋cosB

≥3R （25）
很可能对任意三角形 ABC都成立的．根据作者证明
的二元对称不等式（半对称不等式）：

cosB＋cosC≤ 2ra
mb ＋ mc

（26）
（ ra�rb�rc 为△ABC相应边上的旁切圆半径）我们
进一步考虑了较（25）更强的不等式�从而提出

猜想3　符号同上�则对△ABC与任一点 P 有
mb ＋ mc

ra R1＋
mc ＋ ma

rb R2＋
ma＋ mb

rc R3≥6R （27）
我们已经知道�将式（25）中的 cosB＋cosC换成

更大的值2sin A2等后不等式不再成立．但经过考察

和式∑R1／sin A2的下界�我们提出以下
猜想4　符号同上�则对△ABC与任一点 P 有

R1
sin A2

＋ R2
sin B2

＋ R3
sin C2

≥43（ ra＋ rb ＋ rc） （28）

　　如果以上猜想成立�则由之易知成立以下有趣
的几何不等式：
　　　

D1R1
d2＋ d3＋

D2R2
d3＋ d1＋

D3R3
d1＋ d2

≥23（ ra＋ rb ＋ rc） （29）
其中 D1�D2�D3分别表示△ABC内部任一点Q到顶
点 A�B�C的距离�其余符号同前．

在不等式（14）中�令 P为△ABC的内心�则有
R1sin A2＝ R2sin B2 ＝ R3sin C2 ＝ r�于是易知对
△ABC内部任一点 Q有
　

1
d2＋

1
d3

1
sin A2

＋ 1
d3＋

1
d1

1
sin B2

＋ 1
d1＋

1
d2

1
sin C2

≥12r （30）

注意到

1
d2＋

1
d3≥

4
d2＋ d3�sin

A2≤ a
b＋ c

等等�我们考虑了更强式：
b＋ c

a（d2＋ d3）＋ c＋ a
b（d3＋ d1）＋ a＋ b

c（d1＋ d2） ≥
3
r
（31）

成立的可能�结果发现上式不仅很可能成立�而且
很可能还可作以下一般的推广（将 Q换为 P点）

133第2期　　　　　　　　　　　　　　　刘　健：Janous不等式的一个等价式的推广　　　　　　　　　　　　　　　



猜想5　设△ABC内部任一点 P 到边 BC�CA�
AB的距离分别为 r1�r2�r3�△ABC的内切圆半径为
r�则当 k ≥1∙3或 k ＜0时有
　　 b＋ c

a （ r2＋ r3）k ＋ c＋ a
b （ r3＋ r1）k

＋ a＋ b
c （ r1＋ r2）k ≥3·2k－1rk （32）

作者目前只证明了上式当 k ＝2时成立．另外�
顺便指出�以上不等式等价于有关△ABC 边长的加
权不等式：

对任意正数 x�y�z 有
b＋ c
a （y＋ z）k＋c＋ a

b （z ＋ x）k＋a＋ b
c （x＋ y）k

≥6·2k xa＋ yb＋ zc
a＋ b＋ c

k
（33）

其中 k ≥1．3或 k ＜0．
最后�我们给出有关 Janous不等式（1）的等价式

（3）的一个加权猜想不等式：
猜想6　对△ABC与任意一点P及任意实数x�

y�z 有

　　
R2＋ R3

ha
x2＋ R3＋ R1

hb
y2＋ R1＋ R2

hc
z2

≥43（yz ＋ zx＋ xy） （34）
以上提出的猜想均应用计算机作了反复的验

证�成立的可能是较大的．这些猜想的解决似乎都
很困难．作者愿意为第一位正确地给出六个猜想中
的任一个的证明者提供500元人民币的悬奖．
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