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摘要：一个（0�1）－矩阵 A的 queens－图的点集对应于 A中的“1”�两个点邻接当且仅当它们对应的“1”在 A 的同一条线上．文
献 ［1］引入此概念并进行了讨论�本文进一步给出 queens－图的几个结论�并得到了几类新的 queens－图．
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0　引　言

本文所讨论的图都是简单图�文中未加说明的
术语和符号参阅文献［2］ ［3］．文献［1］引入了 queens－
图的概念�（0�1）－矩阵是元素为0或1的矩阵�
queens－图是通过（0�1）－矩阵来划分的特殊图类�
对它的研究在图论及其应用中都有一定的意义．

设 A是一个（0�1）－矩阵．一个图 G称为矩阵
A对应的 queens－图�如果图 G的点与 A的1相对
应�两个点邻接当且仅当它们对应在 A中的1同在
某行、列或某对角线上．（矩阵的行、列或对角线统
称为“线”） 记为 G＝Q（A）．

对图 G�如果存在 （0�1）－矩阵 A�使得 G＝Q

（A）�那么我们说图 G是一个 queens－图．关于这方
面研究的一个主要问题是：哪些图是 queens－图？
文献［1］给出了一些 queens－图的结果．

确定一个图 G 是否为 queens－图�就是确定 G
所对应的（0�1）－矩阵 A�也就是确定 A中1的坐标
（i�j）�相对应地�即是确定 G的点的坐标（i�j）．在
讨论中�既可以给出 queens－图对应的（0�1）－矩阵
或其示意图�也可以给出其点对应的坐标．

将双星图 S（m�n）（其中max｛m�n｝（2）的悬挂
点依次邻接起来所得到的平面图�称为双星 Halin
图�记为 S（m；n）．如图1所示�双星Halin图S（5；2）
是 queens－图�其中：（a）双星 Halin 图；（b） 对应的
（0�1）－矩阵；（c） 对应的（0�1）－矩阵的示意图．

　

　

第21卷第4期
2004年8月

华 东 交 通 大 学 学 报
Journal of East China Jiaotong University

Vol．21　No．4
Aug．�2004



　　当然也可给 S（5；2）出中点对应的坐标为：（0�
0）�（0�8）�（1�1）�（2�2）�（2�8）�（3�1）�（4�2）�（5�2）�
（5�8）．

另外注意到�queens－图 G对应的（0�1）－矩阵
A 的转置矩阵 AT 对应的 queens－图仍然是 G．文
献［1］给出了下面两个非常基本的结论：

引理1［1］．图 G是 queens－图当且仅当它的点
可以对应坐标（ i�j）�并且两个不同的点（ i�j）和
（k�l）邻接当且仅当（1） i＝k �或 （2） j＝l�或 （3）
i＋ j ＝ k＋ l�或 （4） i－ j ＝ k－ l．
引理2［1］．如果图 G 是 queens－图�那么 G 不

包含导出子图 K1�5．
设 G 是 queens－图�uEV （G）�SEV（ G）．为方

便�我们分别用 Hu、Vu、Pu、Mu 表示点 u 在对应的
（0�1）－矩阵 A 中的行线、列线、正对角线、负对角
线�同时用 Hs、Vs、Ps、Ms 分别表示点集 S 中所有点
所在的行线、列线、正对角线、负对角线的集合�用
LG表示 queens－图 G 的所有线的集合．从图形的
角度看�我们注意到�在对应（0�1）－矩阵中�任意
queens－图的每个点总是位于某些上述线的交点
处�而且所有点总是落在某些上述类型的线所围成
的区域内．

设 G是 queens－图�u∈V（G）�若在 G的（0�1）
－矩阵中有 k 条线上只包含 u�则称 u为G对应（0�
1）－矩阵的 k线自由点�简称 k 线点或统称这样的
点为非饱和点．如果 k＝0�称 u为 G 的饱和点．为
了下文的需要�我们给出引理3：

引理3　圈 Cn是 queens－图．

1　主要结果及其证明

首先我们考虑�如果图 G1�G2是 queens－图�
那么 G1∪G2是否也是 queens－图？我们有

定理1　设 G1�G2是 queens－图�则 G1∪G2也
是 queens－图．

证明　我们来构造图 G1∪ G2对应的（0�1）－
矩阵 A’�且 A’的阶数足够大．由于 G1是 queens－
图�总可以将 G1中的点对应的1置于（0�1）－矩阵
A’的由 x ＝ a1�x ＝ a2（ a1≤ a2）；y ＝ b1�y ＝ b2
（b1≤b2）；y ＝ x＋ c1�y ＝ x＋ c2（c1≤ c2）；y ＝ －
x＋d1�y ＝ －x＋d2（d1≤d2）所围成的区域内．下
面给出 G2中点的坐标�由于 G2是 queens－图�设
G2＝Q（A）�且（0�1）矩阵 A 是 s（ t 阶的．对任意 u
（V（G2）�若 u 在 A 中对应的1的坐标为（ x�y）�我

们如下给出 u在（0�1）－矩阵 A’中对应的1的坐标
（x’�y’）：

x’＝x＋ s＋b2－ c2＋2�y’＝y＋b2＋1�
如此我们就构造了 G1∪ G2对应的（0�1）矩阵

A’�显然 G1∪G2＝ Q（A’）．
由定理1�说明了任意 queens－图的并图仍然

是 queens－图．事实上�利用同样的思路�我们可以
证明：若 G1∪G2是 queens－图�那么 G1�G2也分别
是 queens－图．进一步�又有

推论1　设 G1�G2�．．．�Gn 是 queens－图�则
G1∪G2∪．．．∪Gn也是 queens－图．
文献［1］ ［4］用不同方法证明了任意不包含导出

子图 K1�5的树 T 都是 queens－图�另外任意完全
图 Kn是 queens－图�所以由推理1�我们有

推论2　任意不包含导出子图 K1�5的森林 F都
是 queens－图．

推论3　设 Kni是 ni 阶（ i＝1�．．．�m）完全图�

则并图∪m
i＝1Kni是 queens－图．
推论4　设 Cni是 ni 阶（ i＝1�．．．�m）圈�则并

图∪m
i＝1Cni是 queens－图．
对图 G1、G2�若 v1∈V（G1）�v2∈V（G2）�将 G1

的点 v1和 G2的点 v2粘合所得之图记为 G1⊙v1＝
v2⊙G2．如若 G1、G2都是圈�如此得到的图记为 Cm

⊙Cn�类似地�我们也记�图 G 的某点 u与路 Pm 的
一端点粘合所得之图为 Gu⊙Pm．在圈 Cn的每个点

上各粘上一条长为 m 的互不相交的路所得之图称
为太阳图�记为 Sn（m）．

下面我们对这种粘合的情况进行讨论�得到如
下几个结果：

定理2　设 G 是 queens－图�u 是 G 的非饱和
点�则 Gu⊙Pm 是 queens－图．

证明　由于 G是 queens－图�设（ v∈V（G）�其
在对应（0�1）－矩阵的坐标为（ xv�yv）�其中点 u 的
坐标为（ xu�yu）．同时设 G 中点的坐标位于 x ＝
a1�x ＝ a2（ a1≤ a2）；y ＝ b1�y ＝ b2（ b1≤ b2）；y
＝ x＋ c1�y ＝ x＋ c2（c1≤ c2）；y ＝ －x＋ d1�y ＝
－x＋d2（d1≤d2）所围成的区域内．不失一般性�设
Hu线中只包含 u．
下面我们给出图 Gu·Pm 的点 v 的坐标（ x’v�

y’v）：
（ i） 当 v∈V（G）时�（x’v�y’v）＝ （xv�yv）；
（ ii） 当 v∈V（Pm）时�设 V（Pm）
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＝｛u＝v0�v1�．．．�vm－1｝�令
取 v i（ i＝1�2�．．．�m－1）的坐标对应为

（x’i�y’i）．
易于验证�Gu⊙Pm 是 V （ G）∪｛ v i｜ i＝1�

2�．．．�m－1｝对应的 queens－图．
因此�由引理3并连续地利用定理2�我们有
推论4　太阳图 Sn（m）是 queens－图．
定理3　图 Cn⊙Cm 是 Queens－图．
下面我们将定理2的结果进一步推广．
设有圈 Cn与 Cm�以及路 Pt（ t（2）�我们称将 Pt

的两端点分别与Cn和Cm 上的一个点粘合所得之图

为哑铃图�记为 dumb（ n�m�t）．
定理4　哑铃图 dumb（ n�m�t）是 queens－图．
前面我们讨论了将 queens－图粘合得到新的

queens－图�在这里我们首先考虑将一个 queens－图
的悬挂点去掉所得之图．我们注意到�去掉一个
queens－图的悬挂点�就相当于在其对应的（0�1）－
矩阵中把该悬挂点所对应的元素“1”改为元素“0”．
由于它是悬挂点�这个元素的改变�不会影响其它
点的坐标及其结构关系�所以我们有：

定理5　如果 G 是 queens－图�那么去掉 G 的
若干悬挂点所得之子图仍然是 queens－图．

更进一步�如果图 G 有割点 u�H1�H2�．．．�Ht

是 G－ u的一个连通分支（称为子块�由引理2知�t
（4）．如果 G 是 queens－图�那么在其对应的（0�1）
－矩阵中将子图 Hi（不含 u）中的点所对应元素“1”
改为元素“0”就相当于在 G 中去掉子图 Hi�这时不
改变其它的元素�也没有改变其它元素的结构关
系�如此得到的新的（0�1）－矩阵对应于图 G－Hi�
所以图 G－Hi仍然是 queens－图．从而：

定理6　设 u 是图 G 的割点�H 是 G－ u 一个
连通分支�如果 G 是 queens－图�那么 G－ H 也是
queens－图．

文献［1］已经证明：当 n 为偶数时�Cn× Pm 是

queens－图�并提出了猜想：当 n为奇数时�Cn×Pm

是 queens－图．这个猜想目前还没有较好的结果�
这里我们有

定理7　C3×Pm 是 queens－图．
设 C3×Pm 的所有点为：｛v i1�v i2�v i3｝（ i＝0�

1�2�．．．�m）．

现在我们令　x01＝0�x02＝2�x03＝5�y0j＝0（ j
＝1�2�3）；
x11＝0�x12＝2�x13＝5�
y1j＝1（ j＝1�2�3）；
x2j＝6　（ j＝1�2�3）�y21＝7�
y22＝5�y23＝2；
x3j＝13�y3j＝y2j（ j＝1�2�3）．

当 k　1时�分四种情况进行讨论：
（ i） 当 i＝4k 时�令

xi1＝xi－1�1＋1�xi2＝xi－1�1＋3�
xi3＝xi－1�1＋6；
yij＝yi－1�1＋1　（ j＝1�2�3）．

（ ii） 当 i＝4k ＋1时�令
xij＝xi－1�j（ j＝1�2�3）；
yij＝yi－4�1＋xi－2�1－xi－4�1＋7
（ j＝1�2�3）．

（ iii） 当 i＝4k ＋2时�令
xij＝xi－1�j＋1（ j＝1�2�3）；
yi1＝ yi－1�1＋6�yi2＝ yi－1�1＋4�
yi3＝yi－1�1＋1

（ iv）当 i＝4k ＋3时�
xij＝yi－2�1－yi－3�3＋xi－3�3＋7�
yij＝yi－1�j（ j＝1�2�3）．

设 v ij的坐标对应为（ xij�yij） （ i＝0�1�2�．．．�
m�j＝1�2�3）�可以验证 C（m�3）是｛v ij （ i＝0�1�
2�．．．�m�j＝1�2�3｝对应的 queens－图．

至此�我们利用图的构造�得到了几类新的
queen－图．
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