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关于算术图的一个注记

刘二根

（华东交通大学 基础科学学院�江西 南昌330013）

摘要：证明广义图 K（4�n）是（ d�d）－算术图或（2d�d）－算术图．
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1　引　言

图的标号是图论中极有趣的重要内容�有着较
好的应用价值和广阔的研究前景�算术图就是对图
的顶点进行一种算术标号�从而得到边的标号为等
差数列．

本文所讨论的图均为无向简单图�V（G）和 E
（G）分别表示图 G 的顶点集和边集�文中未说明的
符号及术语均同于文献［ ［1］．

定义1　对于一个（ p�q）－图 G�如果存在一
个 V（G）到非负整数集的一个映射 f（称为标号）满
足：

（1） f（ u）≠ f（υ）�其中 u≠υ�且 u�υ∈V（G）；
（2）｛f（ u）＋ f（υ）｜uυ∈E（G）｝＝｛k�k＋ d�…�

k＋（q－1） d｝．
则称图 G为（k�d）－算术图．

定义2　令 K（4�0）＝K4且 V（K（4�0））＝｛u0�
υ1（0）�υ2（0）�υ3（0）｝�沿υ1（0）�υ2（0）�υ3（0）出发作边υ1（0）

υ1（1）�υ2（0）υ2（1）�υ3（0）�υ3（1）�连接υ1（1）与υ2（1）�υ2（1）

与υ3（1）�υ1（1）与υ3（1）�所得到的图记为 K（4�1）�而

广义图 K（4�n）是由 K（4�n－1）通过增加新点
υ1（ n）�υ2（ n）�υ3（ n）�及新边 υ1（ n－1） υ1（ n）�υ2（ n－1）

υ2（ n）�υ3（ n－1）υ3（ n）�υ1（ n）υ2（ n）�υ2（ n）υ3（ n）�υ1（ n）υ3（ n）�
所得到．

引理1　设 x1�x2�…�xn∈N0且 xi 两两不同�
令 x′i＝xi＋γ�其中γ∈N0�若 xi＋ xj（ i≠ j）为等差
数列�则 x′i＋x′j 也为等差数列�i�j＝1�2�…�n．

证　因为 x′i＋x′j＝（xi＋γ）＋（xj＋γ）＝ xi＋ xj
＋2γ�其中 i�j＝1�2�…�n�又 xi＋ xj 为等差数列�
所以 xi＋xj＋2γ也为等差数列�故 x′i＋x′j 为等差数
列．

2　主要结果及证明

定理1　广义图 K（4�n） 是（d�d）－算术图．
证　设 f：V（K（4�n））→N0满足：
f（ u0）＝4d＋3nd；
f（v i（2j））＝3（ n－2j－1） d＋（ i－1） d�i＝1�2�

3；j＝0�1�2�…�［ n2］；　　（∗）
f（υi2j＋1））＝

3（ n－2j－1） d＋ id�i＝1�2；j＝0�1�2�…�［ n－12 ］；
3（ n－2j－1） d�i＝3；j＝0�1�2�…�［ n－12 ］
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显然标号 f 满足：f（ u）≠ f （υ）�其中 u≠υ�且
u�υ∈V（K（4�n）．
下面证明｛f（ u）＋ f（υ）｜uυ∈ECK（4�n））｝为等

差数列�事实上
当 n＝0时�f（ u0）＝4d�f（υ1（0））＝0�f（υ2（0））＝

d�f（υ3（0））＝2d�
故｛f（ u）＋ f （υ）｜uυ∈ E（K（4�0））｝＝｛d�2d�

3d�4d�5d�6d｝为等差数列．
当 n＝1时�f（ u0）＝7d�f（υ1（0））＝3d�f（υ2（0））

＝4d�f（υ3（0））＝5d�f （υ1（1））＝ d�f （υ2（1））＝2d�f
（υ3（1））＝0�

故｛f（ u）＋ f （υ）｜uυ∈ E（K（4�1））｝＝｛d�2d�
3d�4d�5d�6d�7d�8d�9d�10d�11d�12d｝为等差数
列．

假设对 n－1有｛f（ u）＋ f（υ）｜uυ∈
E（K（4�n－1））｝＝｛d�2d�…�6nd｝．
令　 u0（ n）＝ u0；

ui（2j）＝υi（ n－2j）�i＝1�2�3；j＝0�1�2�…�

［ n2］；
ui（2j＋1）＝υi（ n－2j－1）�i＝1�2�3；j＝0�1�2�
…�［ n－12 ］．

则　 f（ ui（2j））＝6jd＋（ i－1） d�i＝1�2�3；j＝0�
1�2�…�［ n2］；

f（ ui（2j＋1））＝
3d＋6jd＋ id�i＝1�2；j＝0�1�2�…�［ n－12 ］；
3d＋6jd�i＝3；j＝0�1�2�…�［ n－12 ］．

f（ u0（ n））＝4d＋3nd．
故当 n＝2k 时�f （ u1（2k））＝6kd�f （ u2（2k））＝

6kd＋d�f（ u3（2k））＝6kd＋2d�f（ u0（2k））＝4d＋6kd．
于是　 f（ u1（2k））＋ f（ u2（2k））＝12kd＋d�

f（ u1（2k））＋ f（ u3（2k））＝12d＋2d．
f（ u2（2k））＋ f（ u3（2k））＝12kd＋3d�
f（ u0（2k））＋ f（ u1（2k））＝12kd＋4d�
f（ u0（2k））＋ f（ u2（2k））＝12kd＋5d�
f（ u0（2k））＋ f（ u3（2k））＝12kd＋6d．

又 n－1＝2k－1�由假设得｛f（ u）＋ f（υ）｜uυ∈
E（K（4�2k－1））｝＝｛d�2d�…�12kd｝�
同理可证当 n＝2k＋1时�｛f（ u）＋ f（υ）｜uυ∈

E（K（4�2k＋1））｝＝｛d�2d�…�6（2k＋1＋1） d｝．

所以｛f（ u）＋ f （υ）｜（ uυ∈（4�2k）｝＝｛d�2d�
…�12kd�12kd＋d�…�6（2k＋1） d｝

由数学归纳法可得�｛f（ u）＋ f （υ）｜uυ∈ E（ K
（4�n））｝为等差数列．

因此广义图 K（4�n）是（d�d）－算术图．
定理2　广义图 K（4�n）是（ d＋2γ�d）－算术

图�其中γ∈N0．
证　设 h：V（k（4�n））→N0满足（∗）�

令 f：V（k（4�n））→N0满足：f（ u）＝ h（ u）＋γ�其中
u∈K（4�n）�
则由定理1及引理1可得 f 满足：

（1） f（ u）≠ f（υ）�其中 u≠υ�且 u�υ∈V（K（4�
n））；

（2）｛f（ u）＋ f （υ）｜uυ∈ E（ K（4�n））｝＝｛d＋
2γ�2d＋2γ�…�6（ n＋1） d＋2γ｝．

故广义图 K（4�n）是（ d＋2γ�d）－算术图�其
中γ∈N0．

定理3　广义图 K（4�n）是（2d�d）－算术图．
证　设 f：V（K（4�n））→N0满足：

f（ u0）＝0；
f（υi（2j））＝

4d＋6jd�i＝1；j＝0�1�2�…�［ n2］；
id＋6jd�i＝2�3；j＝0�1�2�…�［ n2］．
f（υi（2j＋1））＝4d＋ id＋6jd�i＝1�2�3；j＝0�1�
2�…�［ n－12 ］．
用类似定理1的证明方法可以证明标号 f 满

足：
（1） f（ u）≠ f（υ）�其中 u≠υ�且 u�υ∈V（K（4�

n））；
（2）｛f （ u）＋ f （υ）｜uυ∈ E（K（4�n））｝＝｛2d�

3d�…�［6（ n＋1）＋1］ d｝．
所以广义图 K（4�n）是（2d�d）－算术图．
由定理3及引理1可得
定理4　广义图 K（4�n）是（2d＋2γ�d）－算术

图�其中γ∈N0．
下面给出 K（4�1）和 K（4�2）的具体标号．
（1） K（4�1）的标号如下：
（2） K（4�2）的标号如下：
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Abstract：The queens graph of a （0�1）－matrix A is the graph whose vertices correspond to the1’s in A and in which
two vertices are adjacent if and only if some diagonal or line of A contains the corresponding1’s．A basic question is the
determination of which graphs are queens graphs．Queens graphs be introduced by paper ［1］�This paper get some results of
queens graphs�and show some graphs that is queens graphs．
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